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Capitulo 1

Teoria elemental

1. Monoides

Una operacion interna definida en un conjunto S es una funcién *: S x S — S. Como
es usual escribiremos s; * so en lugar de *(s1, s2). Decimos que la operacién * es asociativa
si s1 % (s2 * 83) = (81 * s2) * s3 para todo s1,s2,83 € S, y que es conmutativa o abeliana
Si 81 * 9 = S9 % 81 para todo si,s9 € S. Un magma es un conjunto no vacio S provisto
de una operacion interna. Usualmente hablaremos de un magma S, mencionando sélo al
conjunto subyacente. Esto es ambiguo, porque en un conjunto puede haber dos operaciones
internas distintas. Por ejemplo en el conjunto de los niimeros enteros tenemos la suma y el
producto. Asi que cuando sea necesario procuraremos ser claros. Un magma S es asociativo
(respectivamente conmutativo o abeliano) si lo es su operacién y es finito si lo es su conjunto
subyacente. En ese caso llamamos orden de S al cardinal |S| de S. Un semigrupo es un magma
asociativo. Para cada magma S, podemos construir un nuevo magma con el mismo conjunto
subyacente, llamado magma opuesto de S y denotado S°P, mediante el simple tramite de
invertir el orden en que se realiza la operacién. Mds precisamente, si * es la operacion de
S, la operacién *,, de S°P estd definida por sq *p 52 := s2 * s1. Es evidente que S°P es un
semigrupo si y sélo si S lo es, y que S es un magma conmutativo si y sélo si S°P = S.

Para cada elemento s de un magma S, denotamos con l;: S — Sy rg: S — S a las
funciones definidas por I5(t) := st y r5(t) := t * s, respectivamente. Es claro que las siguien-
tes propiedades son equivalentes:

1. S es asociativo.
2. ls, ors, =1, 0ls, para todo s1,52 € S.
3. ls, ols, = ls,+s, para todo s1,s2 € S.
4. rg, O0Ts, = Trsyxs; Para todo s, s2 € S.
Todavia mas claro es que S es conmutativo si y sélo si l; = rg para todo s € S.
Decimos que s € S es cancelable a izquierda si st = s+t implica t = t/, que es cancelable

a derecha si t x s = t' x s implica t =t y que es cancelable si lo es a izquierda y a derecha. Es
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1 Monoides Teoria elemental

obvio que s es cancelable a izquierda si y sélo si I es inyectiva, y que lo es a derecha si y s6lo
si g es inyectiva. Notemos que s es cancelable a un lado en S si y sélo si lo es al otro en S°P.
Si s1 y sg son elementos cancelables a izquierda de un semigrupo S, entonces s; * so también
lo es y, obviamente, lo mismo pasa con la cancelatividad a derecha. En cambio, la hipdtesis
de que s * s9 es cancelable a izquierda sélo implica que so lo es, y, similarmente, la de que
51 * S9 es cancelable a derecha, que s; 1o es. Un magma es cancelativo si todos sus elementos
son cancelables.

Un elemento e € S es neutro a izquierda si e x s = s para todo s € S, es neutro a derecha
si sxe = s para todo s € S y es neutro si lo es a izquierda y a derecha. Si un magma S tiene
neutro a izquierda e y neutro a derecha €, entonces e = ¢’. En efecto, como ¢’ es neutro a
derecha, e = e x ¢’ y como e es neutro a izquierda, e x ¢/ = ¢’. En particular S tiene a lo sumo
un neutro. Diremos que un magma es unitario si tiene neutro. Evidentemente S es unitario
si y sélo si S°P lo es.

Un monoide es un magma unitario y asociativo. Un elemento s de un monoide S es
inversible a izquierda si existe t € S tal que t x s = e, y es inversible a derecha si existe t € S
tal que s xt = e. En el primer caso decimos que t es una inversa a izquierda de s, y en el
segundo, que es una inversa a derecha. Diremos que s es inversible, si lo es a ambos lados. Es
claro que s es inversible a izquierda si y sélo si rs es sobreyectiva, e inversible a derecha si y
s6lo si I es sobreyectiva. Si s tiene inversa a izquierda y a derecha, entonces estas son tnicas
y coinciden. En efecto, supongamos que t es una inversa a izquierda de s, y ¢’ una inversa a
derecha. Entonces

t=txe=tx*x(sxt)=(txs)xt' =ext =t
Esto nos autoriza a decir que t es la inversa de s.

Muchas propiedades predicables sobre elementos y subconjuntos de un magma .S tienen
una versién a izquierda y otra a derecha, de modo de que cada una de ellas en S es equivalente
a la otra en S°P. A veces, cuando un predicado tenga una versién a izquierda y otra a derecha
daremos sélo una de ellas, dejando al lector la tarea de enunciar la otra.

No es costumbre usar un simbolo especial como * para denotar una operacién asociativa
diferente de la suma y la multiplicacién usuales. Lo habitual es denotarla con + y llamarla
suma, o con la yuxtaposicion y llamarla producto. En el primer caso 0 y —s designan al
neutro de la operacién y al inverso de un elemento s € S, respectivamente. En el segundo,
estos papeles los cumplen los sfmbolos 1 y s~1. La notacién aditiva nunca se usa para designar
operaciones que no son conmutativas, porque es muy desagradable encontrar expresiones tales
como s+t # t + s. De ahora en méas supondremos que S es un monoide no necesariamente
conmutativo y usaremos la notacién multiplicativa. También seguiremos esta convencién para
magmas arbitrarios y, mas adelante, para grupos. Reservaremos la notacién aditiva para usarla
en algunos ejemplos y en unas pocas situaciones en las que haya involucradas estructuras
abelianas.

Es evidente que 1 es inversible con 17! = 1, que si r es inversible a izquierda con inversa
a izquierda s, entonces s es inversible a derecha con inversa a derecha r, y que si s y ¢ son
inversibles a izquierda con inversas a izquierda s’ y t’ respectivamente, entonces st es inversible
a izquierda con inversa a izquierda t's’. En particular, si s es inversible, s~! también lo es y
(s71)7! = s y si s y t son inversibles, st también lo es y (st)~! = t~1s71. Es claro también
que si r es un inverso a izquierda de st, entonces rs es un inverso a izquierda de ¢t. Ademas se
comprueba facilmente que si s es inversible a izquierda, entonces es cancelable a izquierda vy,
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Teoria elemental 1 Monoides

similarmente, que los elementos inversibles a derecha son cancelables a derecha. El siguiente
resultado completa el panorama general.

PROPOSICION 1.1. Para cada elemento s de un monoide S son equivalentes:
1. s es inversible a izquierda y cancelable a derecha.
2. s es inversible a derecha y cancelable a izquierda.
3. s es inversible.
DEMOSTRACION. Es claro que 3) implica 1). Veamos que 1) implica 3). Por hipétesis
existe t € S tal que ts = 1. Debemos mostrar que st = 1, pero esto se sigue de que
(st)s = s(ts) =sl=s=1s
y de que s es cancelable a derecha. La equivalencia entre 2) y 3) es similar. t

Como muestra la siguiente proposiciéon para monoides finitos los conceptos de cancelati-
vidad e inversibilidad coinciden.

PROPOSICION 1.2. Si S es finito, entonces para cada s € S son equivalentes:

1. s es inversible.
2. s es cancelable a izquierda.
3. s es cancelable a derecha.

DEMOSTRACION. Como S es finito,

s es cancelable a izquierda < [ es inyectivo
& [l es sobreyectivo
< s es inversible a derecha

= s es cancelable a derecha.
Por dualidad,
s es cancelable a derecha < s es inversible a izquierda = s es cancelable a izquierda.

El resultado es una consecuencia inmediata de estos dos hechos. O

Para n > 0 definimos la n-ésima potencia s”, de un elemento s de un monoide S, recur-
sivamente por
- V=1,

- sl = gng,

Si s es inversible definimos s™ para n < 0, por
L Gl
Dejamos como ejercicio probar que
Sm-l—n = gMgn y (Sm)n = gmn

para todo m,n > 0, y que cuando s es inversible estas igualdades valen para todo m,n € Z.
Diremos que dos elementos s y t de S conmutan si st = ts. Si s,t € S conmutan, entonces s™
y t" conmutan para todo m,n > 0y (st)™ = s"™t"™, para todo m > 0. Nuevamente, cuando s
y t son inversibles estas propiedades valen para todo m,n € Z.
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2 Submonoides Teoria elemental

Supongamos que s € S es inversible y que la aplicacién n — s™ no es inyectiva. Tomemos
m < n tales que s = s". Entonces

gh—m — ghg—m _ Sn(sm)—l —1.
Al minimo natural [ tal que s’ = 1 se lo llama el orden de s y se lo denota |s|. Los elementos

L ,s's‘_1

son todos distintos, ya que si existieran 0 < m < n < |s| tales que s™ = s™, serfa s"~ " = 1,
contradiciendo la definicién de |s|. Ademads, sin € Z y n = |s|g+ r con 0 < r < |s|, entonces

s" = s’”(s‘s‘)q =3s".

Por lo tanto |s| es la cantidad de elementos de {s™ : n € N} y s™ = 1 si y sélo si n es multiplo
de |s|. Cuando no existe un tal [ decimos que s tiene orden infinito.

EJEMPLO 1.3. Los conjuntos IN de los numeros naturales, Ng de los enteros no negativos,
Z, de los numeros enteros, Q de los niumeros racionales, R de los numeros reales, C de los
nimeros complejos, Zny, de los enteros mddulo n y k[X] de los polinomios con coeficientes en
un cuerpo k, son monoides abelianos via el producto. Salvo IN todos los demds también lo son
via la suma.

EJEMPLO 1.4. El conjunto Fun(X, X), de las funciones de un conjunto X en si mismo,
es un monoide via la composicion, que solo es abeliano cuando el cardinal de X es menor o
igual que 1.

EJEMPLO 1.5. Para cada nimero natural n, el conjunto My (k) de las matrices de n x n
con coeficientes en un cuerpo k, es un monoide cuyo neutro es la matriz identidad, via el
producto.

EJEMPLO 1.6. FEl conjunto Endg(V'), de los endomorfismos de un k-espacio vectorial V',
es un monoide cuyo neutro es la funcion identidad, via la composicion. Si dimg(V) > 2,
entonces Endg (V') no es abeliano.

2. Submonoides

Un subconjunto 7' de un monoide S es un submonoide de S si es cerrado para el producto
y 1 € T. Es evidente que entonces T' es un monoide. Los submonoides triviales de S son
S y {1}. Por simplicidad, de ahora en mds escribiremos 1 en lugar de {1} para denotar al
segundo. Un submonoide de S es propio si es distinto de S. Es claro que la interseccién
de una familia arbitraria de submonoides de S es un submonoide de S. Por ejemplo, dada
una familia U de elementos de S, la interseccién de los submonoides de S que incluyen a
U es el minimo submonoide (U)y de S que contiene a U, el cual es llamado el submonoide
de S generado por U. Si S = (U)y, decimos que U genera a S. Siguiendo una préactica u-
sual, escribiremos (u1, ..., uy)nm en lugar de ({u1,...,uy})m. Esto se debe simplemente a una
cuestion de estética. Un monoide S es finitamente generado si tiene un subconjunto finito U
que lo genera. Es obvio que si S es finito, entonces es finitamente generado. Por ultimo decimos
que S es ciclico si existe s € S tal que S = (s)y. Dejamos a cargo del lector comprobar que,
si adoptamos la convencién de que el producto vacio da 1, entonces, para cada familia U de
elementos de S,

(U =A{ur-up:n>0yu; €U}
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Teoria elemental 3 Morfismos de monoides

Para cada par de subconjuntos K y L de un monoide S, denotamos con KL al subconjunto
de S formado por todos los productos kl con k € K y [ € L. Por supuesto, escribiremos sK y
Ks en lugar de {s} K y K{s}, respectivamente. En general KL C (KU L)y, ysile KNL,
entonces K UL C K L. Asimismo, es evidente que (KL)M = K(LM) para toda terna K, L
y M de subconjuntos de S, por lo que es innecesario escribir los paréntesis.

PROPOSICION 1.7. Si K y L son submonoides de S, entonces KL es un submonoide de
S sty solo si LK C KL.

DEMOSTRACION. Supongamos que LK C KL. Como 1 € KL, para probar que KL es un
submonoide de S, basta observar que

KLKLCKKLL=KL.
Reciprocamente, si KL es un submonoide de S, entonces LK C KLKL = KL. ]

Dada una familia {S;};c; de submonoides de S existe un minimo submonoide \/,.; S; de
S que contiene a | J;c; S;, el cual es llamado el supremo de {S;}ier. Un célculo sencillo muestra
que

\/SZ = <USZ> = {Sil SR I 0, i1,...,%p € I, ij 75’6']‘+1 Y Si; S Sz]}
el el M
Notemos que si S;S; = S;S; para todo 4,j € I e I es un conjunto provisto de un orden total,
entonces

\/Si:{sil---sin n>0, 1 < --'<in€IySij ESij}.

el

2.1. Ejemplos

Para cada monoide S, el subconjunto formado por los elementos de S que son cancelables
a izquierda es un submonoide de S. Por supuesto que también lo son el subconjunto formado
por los elementos que son cancelables a derecha, el formado por los elementos cancelables y
el subconjunto S* de las unidades de S.

3. Morfismos de monoides

Un morfismo de monoides p: S — S’ es una terna (S, p, S’), formada por dos monoides
Sy S y una funcién ¢ del conjunto subyacente de S en el de S’, que satisface:

e(l) =1 y @(st) =@(s)p(t) para todo s,t € S.

Los monoides S y S’ son respectivamente el dominio y el codominio de . La razén para
adoptar esta definicién y no limitarnos simplemente a considerar la funcién ¢, es que tomar
la terna (S, p, S’) nos permite recuperar los monoides S y S’ (y no sélo sus conjuntos subya-
centes) en términos del morfismo, como el dominio y codominio del mismo. Si no hay peligro
de confusion, a veces nos tomaremos la libertad de escribir frases como “p es un morfismo
de monoides”, sin hacer referencia ni al dominio ni al codominio. El requisito de que ¢(1)
sea igual a 1 puede debilitarse. Es suficiente pedir que (1) sea cancelable a izquierda o a
derecha. Para comprobarlo basta cancelar ¢(1) en la igualdad ¢(1) = ¢(1)e(1).
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3 Morfismos de monoides Teoria elemental

Sip: S — S esun morfismo y s € S tiene orden n, entonces el orden de p(s) divide a n,

porque
p(s)" = o(s") = 1.
Los ordenes de s y de ¢(s) son iguales cuando ¢ es inyectivo, debido a que si este es el caso,
p(s™) = p(s)" =1=p(1) = s" = 1.

De la definiciéon de morfismo se sigue inmediatamente que si ¢t es inversa a izquierda de s,
entonces ¢(t) es inversa a izquierda de ¢(s). En particular, si s es inversible, entonces ¢(s)
también lo es y ¢(s)7! = p(s71).

Son ejemplos de morfismos de monoides

- la identidad idg: S — 5,

la inclusién canénica i: T — S, de un submonoide 7" de S en S,

- la composicién Yo p: S — S”, de morfismos de monoides p: S — S" y ¢: 8" — S,

la aplicacién ¢: S — S’, definida por ¢(s) := 1 para todo s € S, cualesquiera sean
los monoides S y S’

Es evidente que si ¢: S — S’ es un morfismo de monoides, entonces p(KL) = ¢(K)p(L)
para todo par de subconjuntos K y L de S.

Un endomorfismo de S es un morfismo con dominio y codominio S. Un ejemplo es idg. Un
morfismo ¢: S — S’ es un isomorfismo si existe un morfismo ¢ ~': S’ — S, necesariamente
tinico, llamado la inversa de ¢, tal que ¢~ top = idg y o™t =idg. Es ficil ver que esto
ocurre si y sélo si ¢ es biyectiva. Dos monoides S y 8" son isomorfos si hay un isomorfismo
de S en S’. En ese caso escribimos S ~ S’. Un automorfismo de S es un endomorfismo
de S que es un isomorfismo. Los simbolos Homy (S, S"), Isom (S, S"), Endm(S) v Autm(S)
denotan respectivamente a los conjuntos de morfismos de S en S’, isomorfismos de S en S’,
endomorfismos de S y automorfismos de S. Es obvio que Endy(.S) es un monoide (cuyo ele-
mento neutro es la funcién identidad) via la composicién. Decimos que un morfismo ¢: S — S’
es un monomorfismo si ¢ o1 = po)’ = 1) = 1)/ para todo par de morfismos de monoides
P, §” — S con codominio S, un epimorfismo si 1 op = 1) o = 1) = 9’ para todo par
de morfismos de monoides 1,1': 8" — S” con dominio S’, una seccidn si existe 1: S’ — S
tal que 1 o p = idg y una retraccidén si existe (: S’ — S tal que ¢ o( = idg,. Como el lector
podra comprobar sin dificultad, los monomorfismos, epimorfismos, secciones y retracciones
son cerrados bajo la composicién, toda retraccién es sobreyectiva, toda seccion es inyectiva,
todo morfismo inyectivo es un monomorfismo y todo morfismo sobreyectivo es un epimorfismo.
Ademds un morfismo ¢: S — S’ es un isomorfismo si y sélo si es una seccién y un epimorfismo,
y esto ocurre si y sélo si es una retraccion y un monomorfismo. Una propiedad apenas un poco
m4ds dificil de verificar es que todo monomorfismo ¢: S — S’ es inyectivo. Para comprobar
esto supongamos que (1) = ¢(s) y consideremos los morfismos de monoides ¥, ¢': Ny — S,
definidos por

P(n):=r" y '(n):=s"
Como
potp(n) = (") = o(r)" = p(s)" = ¢(s") = poi)(n),
y ¢ es un monomorfismo, obtenemos que ¥ = ¢’ y, por lo tanto, r = (1) = /(1) = s.
Por ultimo, para cada par ¢: S — S’ y ¢: S — 5” de morfismos,

1. Si 9 o es una secciéon o un monomorfismo, entonces también lo es ¢.

8



Teoria elemental 4 Grupos

2. Si 9 o ¢ es una retraccién, un epimorfismo o un morfismo sobreyectivo, entonces
también lo es .

EJEMPLO 1.8. Supongamos que X es un subconjunto de Y. Definamos
is: Fun(X, X) — Fun(Y,Y)
por
i (0)(x) 1= {Z@ ex
E's evidente que i es un morfismo inyectivo de monoides.

EJEMPLO 1.9. Supongamos que i: X — Y es una biyeccion. Definamos
is: Fun(X, X) — Fun(Y,Y)
por iy(0) ;=iocoi~t. Es evidente que i, es un isomorfismo de monoides.

EJEMPLO 1.10. Supongamos que i: X — Y es una funcion inyectiva. Definamos
ix: Fun(X, X) — Fun(Y,Y)
por
(o)1) = {z‘(a(m)) siy = i),
y siy & i(X).
Es facil ver que:

- i, es un morfismo inyectivo de monoides cuya imagen es el conjunto de las funciones
de'Y en si mismo que dejan fijos a los elementos que estin fuera de i(X).

- St X es un subconjunto de'Y e i es la inclusion canonica de X en Y recuperamos la
definicion dada en el Ejemplo 1.8, mientras que si i es una biyeccion recuperamos la
dada en el FEjemplo 1.9.

- Sij:Y — Z es otra funcién inyectiva, entonces (j o). = jx 0.

4. Grupos

Un grupo G' es un monoide en el cual todos los elementos son inversibles. Claramente G
es un grupo si y sélo si G°P lo es.

PROPOSICION 1.11. Un monoide G es un grupo si y sélo si para cada par g, h de elementos
de G, las ecuaciones gx = h y xg = h tienen solucion unica en G.

DEMOSTRACION. Si G es un grupo, entonces = ¢~ 'h es la tnica solucién de gr = h y
x = hg~! es la tinica solucién de zg = h. La reciproca se sigue inmediatamente de que G es
un grupo si y solo si las ecuaciones gr = 1y xg = 1 tienen solucion. O

PROPOSICION 1.12. Un semigrupo G es un grupo si y sélo si tiene un neutro a izquierda e,
y para cada g € G hay un ¢ € G tal que g'g = e.

DEMOSTRACION. Es indiscutible que todo grupo satisface las condiciones requeridas en
el enunciado. Reciprocamente, si estas se satisfacen, entonces

99" = elgg) = ((9")9)9g") = (&) (d9)d) = (¢') (eg) = (¢")g' = e
9
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y
ge=y9(g'9) = (99")g = eg = g,
para todo g,¢' € G. O

Si en la proposicién anterior G es un semigrupo finito con un neutro a izquierda e, entonces
para concluir que G es un grupo es suficiente pedir que cada elemento g € GG sea cancelable
a derecha. En efecto, si g cancelable a derecha, entonces r, es inyectiva y, por lo tanto, como
G es finito, sobreyectiva. En particular existe ¢’ € G tal que ¢'g = e.

EJEMPLO 1.13. El submonoide S*, de los elementos inversibles de un monoide S, es un
grupo llamado el grupo de unidades de S. Por ejemplo, si S es un monoide, entonces Auty(S)
es el grupo de unidades de Endy(S).

EJempPLO 1.14. Los conjuntos Z, Q, R, C, Zy, y k[X], donde k es un cuerpo, son grupos
abelianos via la suma. También lo son Q*, R*, C*, Z; y k[X]* via el producto.

EJeEMPLO 1.15. Consideremos un k-espacio vectorial V. El grupo lineal general GL(V) es
el grupo de unidades del anillo de endomorfismos Endg (V). Este grupo es abeliano si y solo
si dimg (V) = 1.

EJEMPLO 1.16. El grupo GL(n, k) es el grupo de unidades del anillo My, (k), de matrices
de n x n con coeficiente en un cuerpo k. Este grupo es abeliano si y sélo sin = 1.

EJEMPLO 1.17. Una permutacién de un conjunto no vacio X es una funcién biyectiva
w: X — X. El conjunto Sx, de las permutaciones de X, es un grupo via la operacion dada
por la composicion de funciones. Notemos que Sx es el grupo de unidades de Fun(X, X).
Cuando |X| > 3 este grupo no es conmutativo. Para comprobarlo es suficiente considerar
x1,x2,x3 € X y exhibir dos permutaciones o y T de X que se restringen a la identidad sobre
X\ {x1,x9,23} y no conmutan. Por ejemplo, podemos tomar

o(x1) :=x9, o(xe):=x3, o(x3):=x1, 7(r1):=22, 7T(T2): =21 Yy 7(T3):=23.
Cuando X es el conjunto {1,2,...,n} de los primeros n nimeros naturales, escribimos Sy, en

lugar de Sx. Es un ejercicio fdcil de combinatoria probar que S, tiene n! elementos.

Decimos que un grupo G tiene exponente finito si existe n € IN tal que g = 1 para todo
g € G. En ese caso, al minimo n que satisface esta condicién lo llamamos el exponente de
G. Se comprueba facilmente que este nimero es el minimo de los multiplos comunes de los
ordenes de los elementos de GG. Cuando no existe un tal n, decimos que G tiene exponente
infinito. Por supuesto que si esto ocurre G no puede ser finito.

EJERCICIO 1.18. Pruebe que si un grupo G tiene exponente 2, entonces es abeliano.

5. Subgrupos

Un submonoide de un grupo G es un subgrupo de G si es un grupo. Escribiremos H <G
para senalar que H es un subgrupo de G. Se comprueba sin dificultad que para cada sub-
conjunto no vacio H de G las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. H <G.
2. hle Hy h~! € H para todo h,l € H.
3. hl~' € H para todo h,l € H.

10
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4. h='l € H para todo h,l € H.

Los subgrupos triviales de G son 1 y G. Un subgrupo de G es propio si es distinto de G.
Como la interseccion de cualquier familia de subgrupos de G es un subgrupo de G, para
cada subconjunto 7" de G existe un minimo subgrupo (T') de G que contiene a T, el cual es
precisamente la interseccion de los subgrupos de G que contienen a T'. Evidentemente cualquier
subgrupo de G que incluya a T debe incluir también a cada producto de una cantidad finita
de elementos de T o 7!, donde 7' := {t~! : t € T'}. Puesto que el conjunto de todos estos
productos es un subgrupo de G,

(1) <T>:{gl---gn:nZOygiETogl-_leT}.

La principal ventaja de esta descripcion respecto de la anterior es que es mas concreta, debido
a lo cual es méas adecuada para hacer calculos explicitos, e incluso a veces para obtener
resultados tedricos. En general (T)y puede estar incluido propiamente en (7). Por ejemplo,
si G = Z, entonces (IN)yy = {0} UN y (IN) = Z. Sin embargo, si g € G tiene orden finito y
g € (T)m, entonces g~ ' pertenece a (T')y, porque es una potencia de g. En consecuencia, si
T # 0 y todos sus elementos tienen orden finito, (T)y = (T'). Si G = (T'), decimos que T'
genera a G como grupo o més simplemente que T' genera a G. Tal como hicimos con monoides,
escribiremos (g1, ..., gn) en lugar de ({g1,...,9n}). Un grupo G es finitamente generado si
existe un subconjunto finito 7" de G tal que G = (T), y es ciclico si existe g € G tal que
G = (g). En ese caso, si g tiene orden infinito, entonces la asignacién n +— g" establece una
correspondencia biyectiva entre Z, y GG, y si g tiene orden finito, entonces

G=1{¢...,g" 1

tiene |g| elementos. Notemos por tltimo que el supremo \/,.; G; de una familia {G;};c; de
subgrupos de un grupo G (como fue definido para una familia de submonoides de un monoide)
es un subgrupo de G.

EJsercicio 1.19. Un subgrupo G del grupo aditivo R es discreto si para cada g € G existe
>0 tal que GN (g —e,9+¢) ={g}. Pruebe que todo grupo discreto es ciclico.

EJErcIiciO 1.20. Pruebe que:
1. Si H y L son subgrupos propios de un grupo G, entonces G # H U L.
2. Si H es un subgrupo propio de un grupo G, entonces G = (G \ H).

EJEMPLO 1.21. Los conjuntos Q~¢ y Rsg son subgrupos de Q* y R*, respectivamente

EJEMPLO 1.22. El conjunto Z[X], de polinomios con coeficientes enteros, es un subgrupo

de Q[X].

EJEMPLO 1.23. Consideremos un espacio euclideano E. El grupo ortogonal de E es el
subgrupo O(E) de GL(E), formado por las transformaciones ortogonales de E. El grupo
lineal especial SO(E) es el subgrupo de O(E) formado por las transformaciones ortogonales
con determinante 1.

EJempLO 1.24. El conjunto SL(n,k), de las matrices de n x n de determinante 1 con
coeficientes en un cuerpo k, es un subgrupo de GL(n, k).

EJEMPLO 1.25. Para cadan € N, el subconjunto Gy, de C, formado por las raices n-ésimas
de la unidad, es un subgrupo de C*. También lo es G := ey Gn-

11
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EJEMPLO 1.26. Consideremos el dngulo 0:=27/n, donde n € N es mayor que 1. El sub-
grupo de GL(2,R) generado por

[ cos@ senf (1 0
T —senf cosé € ¥=\lo 1)

es, por definicion, el grupo diedral D,,. Un cdlculo directo muestra que

gi [ cos 10 senif 9 (10 e uri— (€08 10 senif \ _ i
“\—senif cosit) Y T \o 1 Y2 = \seni —cosio) ~ * Y
De esto se sigue facilmente que x e y satisfacen las relaciones

=1, y =1 e yry '=a!

n n

~ly. Notemos ademds que:

y que D,, consiste de los 2n elementos 1,x,...,a" ' y,xy,...,x

- Los elementos z'y tienen orden 2.

- Los elementos x* tienen orden n/(n : i), donde (n : i) denota al mdzimo de los divi-
sores comunes de n e i. Debido a esto, para cada divisor d de n hay ¢(d) elementos
de orden d de la forma x*.

En particular D, tiene n elementos de orden 2 si n es impar yn+ 1 sin es par.

EJEMPLO 1.27. Tomemos w := ™™ donde n € IN es mayor que 1. Es claro que w es una
raiz de la unidad w € C de orden 2n. El subgrupo de GL(2,C) generado por

(w0 (0 1
X = 0 w_l e Yy = 1 O .

es el grupo cuaternionico generalizado Hy,. Un cdlculo directo muestra que

i (w0 s (-1 0\ i (0wt
l’—(o w_i>, y —<0 _1 =X e yﬂ?— —wi 0 =X y.

Por consiguiente, x e y satisfacen las relaciones

"=y e yxy =zl

1 1 -n

=yx"y - =z " o, lo que es
Ly ay, ..., 2 Yy, Es dtil

Notemos que de estas condiciones se sigue que x™ = yy>y~
igual, 2" = 1. Asi, H, consiste de los 4n elementos 1,x,...,x
observar que:
- Los elementos 'y tienen orden 4.
- Los elementos x* tienen orden 2n/(2n:1). En consecuencia, para cada divisor d de 2n
hay ¢(d) elementos de orden d de la forma z".
En particular, H, tiene un solo elemento de orden 2, y tiene 2n elementos de orden 4 sin es

mpar, y 2n+ 2 sin es par.

12
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5.1. Subgrupos de un grupo ciclico

Supongamos que G = (g) es ciclico infinito. Entonces la asignacién n — (¢") establece una
correspondencia biyectiva entre INg y el conjunto de los subgrupos de G. En efecto, es claro que
esta asignacién es inyectiva pues (g") # (¢™) si n # m y que (g°) = 1. Veamos a continuacién
que también es sobreyectiva. Para ello debemos probar que si H # 1 es un subgrupo de G,
entonces H = (¢"°), donde ng el minimo natural tal que g"° € H. Supongamos, por lo tanto,
que g™ € H y escribamos m = ngq + r con 0 < r < ng. Como

g =g""=g"(g")" " € H.
se sigue de la minimalidad de ng que r = 0 y, en consecuencia, ng | m.

Supongamos ahora que G = (g) es ciclico finito. Entonces la asignacién n +— (g") define
una correspondencia biyectiva entre el conjunto de los divisores positivos de |g| y el de los
subgrupos de G vy, ademads, para todo divisor positivo n de |g|, el orden de (¢") es |g|/n. En
efecto, es evidente que si n | |g|, entonces el orden de (¢") es |g|/n, lo que muestra ademads
que la asignacion que estamos considerando es inyectiva. Veamos a continuacién que también
es sobreyectiva. Para ello tomemos un subgrupo H de G y consideremos el minimo niimero
natural ng tal que g™ € H. Si ¢ € H y m =ngq + r con 0 < r < ng, entonces

gT — gm—noq — gm(gno)—q 6 H’

por lo que r =0y H = (g"°). De paso, notemos que como g9l = 1, 1a cuenta anterior implica
que ng divide a |g|.

Notemos por tltimo que si g tiene orden finito, entonces para cada n € Z arbitrario,
(g") = (gU9m)) vy en particular, g" es un generador de (g) si y sélo si n es coprimo con |g|.
En efecto, dado que existen r, s € Z tales que (|g| : n) = r|g| + sn,

g = (g1) (g")" = (g")" € (g").

y, por lo tanto, <g(‘g|:”)> C (¢g™). Pero es obvio que también vale la inclusién reciproca.

5.2. Subgrupos de los grupos diedrales y cuaternidnicos

A continuacién calculamos los subgrupos de D,, y Hy,. Usaremos libremente las notaciones
introducidas en los Ejemplos 1.26 y 1.27. Consideremos primero un subgrupo H de D,. Si
H C (z), entonces H = (z), donde i es un divisor de n. Supongamos ahora que H ¢ ()
y que j el minimo entero no negativo tal que 27y € H. Denotemos con i al tinico divisor
positivo de n tal que H N (x) = (). Claramente

U {:Ehi,xj+hiy} C H,
0<h<n/i

lo que muestra en particular que 0 < j < 4. Es facil ver que la unién que aparece a la izquierda
de esta inclusién es igual a (z, 27y). Afirmamos que este grupo coincide con H. En efecto
si 27’y € H, entonces 7' =7 = 27'y(x7y)~" € H N (z) y, en concecuencia, 27’7 = zM para
algin 0 < h < n/i, lo que implica que xj/y = gIthiy ¢ (2, 27y). Notemos finalmente que si
m divide a n, entonces D, = (/™. y) es un subgrupo de D,,.

Tomemos ahora un subgrupo H de H,. Si H C (x), entonces H = (z*), donde i es un
divisor de 2n. Supongamos ahora que H ¢ () y que j el minimo entero no negativo tal que

13
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29y € H. Denotemos con i al tinico divisor positivo de 2n tal que H N (x) = (z'). Dado que
2" = y? = 2/yxly € H N (), necesariamente 7 | n. Claramente

U {:L’hi,l‘j+hiy} C H,
0<h<n/i
lo que muestra en particular que 0 < j < 4. Es facil ver que la uniéon que aparece a la izquierda
de esta inclusién es igual a (z, 27y). Afirmamos que este grupo coincide con H. En efecto
si 27’y € H, entonces 277 = 27'y(27y)~" € H N (x) y, en concecuencia, 27 7 = z" para
algtin 0 < h < n/i, lo que implica que z/'y = 27ty e (2, 27y). Notemos finalmente que si
m divide a n, entonces H,, = (z"/™,%) es un subgrupo de H,.

6. Coclases a izquierda y a derecha

Recordemos que para cada par de subconjuntos K y L de un monoide S, denotamos con
KL al subconjunto de S formado por todos los productos kl con k € K y I € L, y, que si
S es un grupo, entonces para cada subconjunto K de G escribimos K~ ! := {k~! : k € K}.
Es obvio que (K~!)™! = K y que (KL)™! = L7'K~!. Fijemos ahora un subgrupo H de
un grupo G. Una coclase a izquierda de H en G es un subconjunto de G que tiene la forma
gH para algin g € G. Dos coclases a izquierda que no son disjuntas coinciden. En efecto, si
gh = ¢g'h' con h,h/ € H, entonces gH = ghH = ¢’ H = ¢H. En consecuencia G es la unién
disjunta de las coclases a izquierda de H en G. Asimismo, como la aplicacién

HHQH,
h+——=gh

es biyectiva, todas las coclases a izquierda tienen el mismo cardinal. Estos argumentos prueban
que vale el siguiente:

TEOREMA 1.28 (Lagrange). Para cada H < G, los ordenes de H y G estdn relacionados
por la igualdad

(2) G| = |G : H||H],

en la que el simbolo |G : H|, llamado el indice de H en G, denota a la cantidad de coclases a
izquierda de H en G.

El mismo razonamiento, aplicado a las coclases a derecha de H en G (las cuales son los
subconjuntos de G de la forma Hg para algin g € GG) prueba que estas parten G y satisfacen
una férmula similar a (2). Mds atin, como la aplicacién gH +— Hg~ ' (que estd bien definida
pues de g1 H=goH se sigue que Hgy ' =(g1H) ' =(g2H) ' =Hg, ") es una funcién biyectiva
del conjunto G/H de las coclases a izquierda de H en G, en el conjunto G\ H de las coclases
a derecha H en G, ambos tienen el mismo cardinal.

EJercicio 1.29. Calcule las coclases a izquierda y a derecha de (y) en D, y muestre que
en general no coinciden.

EJercicio 1.30. Calcule las coclases a izquierda y a derecha de (y) en H, y muestre que
en general no coinciden.

OBSERVACION 1.31. Del teorema de Lagrange se sigue inmediatamente que si H y L son
subgrupos finitos de un grupo G, entonces |H N L| divide a (|H| : |L|). En particular si |H| y
|L| son coprimos, entonces HN L = 1.

14
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COROLARIO 1.32. Si G es finito, entonces el exponente de G divide al orden de G.

DEMOSTRACION. Tomemos g € G arbitrario. Como |g| = [(g)| se sigue del teorema de
Lagrange que |g| divide a |G|. En consecuencia el exponente de G también divide a |G|. O

COROLARIO 1.33. Si un grupo G tiene orden primo, entonces es ciclico.

DEMOSTRACION. Tomemos g € G\ {1}. Como |g| > 1y |G| es primo se sigue del teorema
de Lagrange que |g| = |G|. En consecuencia G estd generado por cada g € G\ {1}. O

OBSERVACION 1.34. Debido al teorema de Lagrange si un grupo finito G tiene elementos
de orden 2, entonces |G| es par. En realidad también vale la reciproca. Para comprobarlo
supongamos que |G| es par y consideremos la particion

G={1}u{geG:lg|=2}U{geG:|g| > 2}

Como |g| =2 siy solosig#1yg =g, el conjunto {g € G : |g| > 2} tiene una cantidad

par de elementos (estos se pueden agrupar de a pares, cada uno con su inverso). Por lo tanto
{g € G : |g| = 2}| es impar y, en particular, {g € G : |g| = 2} # 0. El resultado obtenido en
la presente observacion serd gemeralizado mds adelante.

El resultado que sigue generaliza la igualdad (2).

TEOREMA 1.35. St K y H son subgrupos de un grupo G y K C H, entonces
|G: K|=|G: H|H:K|.
DEMOSTRACION. Escribamos G'y H como uniones disjuntas
¢=JgH v H=\JWK
( J

de coclases a izquierda de H en G y de K en H, respectivamente. Reemplazando H en la
primera igualdad por la expresién en el lado derecho de la segunda, vemos que G = UZ j gih; K.
Debemos probar que esta unién es disjunta. Supongamos que g;h; K = gy hj K. Multiplicando

por H ala derecha obtenemos que g; H = g7 H y, por lo tanto i = i’. Pero entonces hj K = hj K
y asi también j = j'. O

OBSERVACION 1.36. Del teorema anterior se sigue que si H, L y K son subgrupos de un
grupo G, tales que K CHNL y |H : K| y|L: K| son finitos, entonces |H N L : K| divide a
(|H:K|:|L:KJ). En particular si |H : K| y |L : K| son coprimos, entonces HNL = K.

OBSERVACION 1.37. Si la interseccion de una familia (g;H;)icr de coclases a izquierda de
un grupo G no es vacia, entonces es una coclase a izquierda de la interseccion de los H;'’s.
En efecto, si g € (\;cy 9iHi, entonces gH; = g;H; para todo i € I y, por lo tanto,

m 9ili =g ﬂ H;.
iel iel
OBSERVACION 1.38. Consideremos dos subgrupos H y L de un grupo G. Como
hL=WLsh'WelLeh'WeHNLsh(HNL) =k (HNL) para todo h,h' € H,
la aplicacion
H/(HNL) ——=G/L,
h(HNL)———hL
15
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es inyectiva. Dado que ademds Im¢ ={hL:he€ H} y|G: HNL|=|G: H||H:HNL| se
sigue de esto que
(3) |H: HNL|=|HL:L| Y |G:HNL|=|G:H|HL: L|,
donde |HL : L| denota al cardinal del conjunto de coclases a izquierda de L que estdn incluidas
en HL. En particular
(4) |H:HNL|<|G:L| Y |G: HNL|<|G:HI|G:L|
Ademds, si HL es un subgrupo de G, entonces
|H: HNL||G: HL| = |G : L| Yy |G:HNL||G:HL|=|G: H||G: L|
y, por lo tanto, si HL = G las desigualdades (4) se convierten en igualdades.
De la presente exposicion se sigue que:
- |G HN L| es finito si y sdlo si |G : H| y |G : L] lo son.
- Si|G:L| es finitoy |H: HNL| = |G : L|, entonces HL = G.
- Si|G: H| es finitoy |G: HNL|=|G: H||G : L|, entonces |H : HNL| = |G : L|.
Por dltimo, si |G : H| y |G : L| son finitos, entonces
[|G: H|:|G:L| divide a |G: HNL|.
donde [|G : H| : |G : L|] denota al minimo mailtiplo comin de |G : H| y |G : L|. Asi, si |G : H|
y |G : L| son coprimos, |G: HNL|=|G: H||G : L|.
PROPOSICION 1.39. Consideremos un grupo finito G y dos subconjuntos K y L de G. Si
|K|+ |L| > |G|, entonces G = KL.

DEMOSTRACION. Tomemos g € G arbitrario. Como |gL~!| = |L|,
K|+ gL~ > |G].
En consecuencia, K N gL™! # () y, por lo tanto, existen k € K y | € L tales que gl~! =k, de
manera que g = kl € KL. ([l

EJERCICIO 1.40. Pruebe que cada elemento de un cuerpo finito es suma de dos cuadrados.

Las ultimas tres proposiciones de esta subseccién estan dedicadas al estudio del producto
de subgrupos. En la primera establecemos dos propiedades generales conocidas como ley
modular y ley de Dedekind, respectivamente, la segunda da una férmula para calcular el
cardinal de este producto y la tercera da una condicién necesaria y suficiente para que dicho
producto sea un subgrupo.

PROPOSICION 1.41. Si K < H y L son subgrupos de un grupo G, entonces

1. HWKL=K(HNL).
2.8 KNL=HNLyKL=HL, entonces K = H.

DEMOSTRACION. 1) Evidentemente K(H N L) C KL y también K(H N L) C H, porque
K C H. En consecuencia, K(H N L) C HnN KL. Veamos que vale la inclusién reciproca.
Tomemos g € HNKL y escribamos g = kl conk € Kyl € L. Entonces | =k~ 'g € KH C H
y, por lo tanto, g = kl € K(H N L).

2) Por el item 1) y las hipdtesis,
H=HNHL=HNKL=K(HNL)=KKENL) =K,
16
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como queriamos. O

PROPOSICION 1.42. Si H y L son subgrupos de un grupo G, entonces
|HL||HNL| = |H||L|.

DEMOSTRACION. Como la funcién ¢: H x L — HL, definida por ¢(h, ) := hl, es sobreyec-
tiva, para probar la proposicién ser4 suficiente ver que |s~!(g)| = |H N L| para todo g € HL,
lo que haremos verificando que si g = hl, entonces

< Hg) = {(hy,y™ ) :y e HN L},
No hay duda de que {(hy,y ') :y € HN L} C ¢ 1(g). Reciprocamente, si (h',1') € s~ (g),
entonces h ™0 ="' e HN Ly, asi, W =hy y ' =y ', cony € HN L. O
PROPOSICION 1.43. Para cada par de subgrupos H y L de un grupo G son equivalentes:

LH CHL.
HL <G.
LH =HL.
HLCLH.
LH < G.

s o e =

DEMOSTRACION. Es suficiente probar que 1) = 2) y 2) = 3). Si LH C HL, entonces
HL(HL) ' = HLL'H'=HLH C HHL = HL
y, por lo tanto, HL < G. Por otra parte, si HL < GG, entonces
LH=L'H'=(HL)'=HL,

Ccomo queremos. ]

7. Coclases dobles

Consideremos dos subgrupos (no necesariamente distintos) H y L de un grupo G. Una
(H, L)-coclase doble es un subconjunto de G de la forma HgL. Como la relacién definida
por ¢ = g siy sélosi g € HgL, es de equivalencia, G se parte como una unién disjunta
G = ;e HgiL de coclases dobles. Afirmamos que si L es finito, entonces
(5) G:L| =) _|H:HnglLg;"|.

el
Como |G| = > ;.7 |HgiL|, para probar la afirmacién bastara ver que
HI||L
|Hg;L| = Ltl

[HNgiLg; |
Pero |Hg;L| = |HgiLg;1\ y, dado que H y giLgfl son subgrupos de G, de la Proposicién 1.42
se sigue que

—1

\HllgiLg; "I _ _ [H||L]
|HNgiLg; 'l |HNgiLg ']’
como necesitamos. Cuando L = 1, la férmula (5) se reduce a la establecida en el teorema de
Lagrange.

|Hg;Lg;'| =

17
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EJEMPLO 1.44. Escribamos Sz = {id, 01,092, 03,04,05}, donde
o1(1):=2, o01(2):=1 Yy 01(3) := 3,

o2(1) :==3, 02(2):=2 y  02(3) =1,
o3(1):=1, o03(2):=3 Yy 03(3) := 2,
o4(1):=2, 04(2):=3 Yy 04(3) :=1,
o5(1) =3, o05(2):=1 y  05(3) =2

Si H={id,o1} y L = {id, 02}, entonces
Hid L = {id,01,092,05} Yy HosL = {o3,04}.

8. Subgrupos normales

Un subgrupo N de un grupo G es normal o invariante si gNg~' = N para todo g € G.
Escribiremos N < G para senalar que N es un subgrupo normal de G. Mas adelante, en el
capitulo 77, también sefialaremos este mismo hecho escribiendo G > N. Enseguida daremos
varias caracterizaciones simples de los subgrupos normales. En particular, veremos que un
subgrupo N de G es normal si y sélo si las coclases a izquierda y derecha de N coinciden (de
todas las maneras en que sea razonable entender esto).

PROPOSICION 1.45. Para cada N < G son equivalentes:

1. Para cada g € G existe h € G tal que gN C Nh.
Para cada g € G existe h € G tal que gNh~™! C N.
Para cada g € G existe h € G tal que Ng C hN.
Para cada g € G existe h € G tal que h"*Ng C N.
Ng = gN para todo g € G

6. N es normal.

v Lo e

DEMOSTRACION. Por supuesto que 5) = 1). Para probar que vale la reciproca, notemos
primero que como gN C Nh,

Ng C NgN C NNh = Nh,

lo cual implica que Ng = Nh, porque las coclases a derecha de N parten GG. En consecuencia,
gN C Nh = Ng. Similarmente, g-'N C Ng~! y, por lo tanto,

Ng=gg 'NgC gNg'g=gN.
Los items 1) y 2) son equivalentes porque
gN C Nh siysélosi gNh~™'C Nhh~!=N.

El mismo argumento prueba que 5) es equivalente a 6). Por dltimo, 3) < 4) < 5) por
dualidad. 0

EJEMPLO 1.46. Recordemos que el grupo diedral Dy, es el subgrupo de GL(2,R) generado

por las matrices
[ cos@ senf (1 0
T\ —senf cos € ¥ =%o -1)°
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donde 0 := 27 /n conn > 1. Es facil ver que todos los subgrupos de D,, que estan incluidos en
(x) son normales. En efecto, debido a que x ey generan D,,, para comprobarlo basta verificar
que

zl@zt C @) e yla)y T C (a").
Lo primero es obvio y lo sequndo se sigue de que
yaly~h = (yay )Y = (@7 = a7

Supongamos ahora que N es un subgrupo normal de D, que contiene a x'y para algin i.
Como lxiyx=I = 2%y, entonces T2y y también % = 22 y(xty)~! pertenecen a H
para todo j. En consecuencia

U (2% 2¥y} C N 0 U {a% 2Pt C N
0<j<n/2 0<j<n/2
y, por lo tanto,
N= |J {«¥2%y}, N= |J {2¥2%"y} o N=D,
0<j<n/2 0<j<n/2
st n es par, mientras que necesariamente N = D, si n es impar.

EJEMPLO 1.47. Recordemos que el grupo cuaternionico generalizado Hy, es el subgrupo de
GL(2,C) generado por las matrices

(w0 (0 1
=0 w! ¢ Y= -1 0)

donde w := e conn > 1. Es evidente que todos los subgrupos de H, que estan incluidos
en (x) son normales y que el cdlculo hecho en el ejemplo anterior muestra que st N es un
subgrupo normal de H, que contiene a x'y para algin i, entonces

N = U {2 2%y}, N = U {a% 2% 1y) 0 N=H,
0<j<n 0<j<n

im/n

st n es par, mientras que necesariamente N = H, sin es impar.

EJERCICIO 1.48. Pruebe que un subgrupo N de G es invariante si y solo si hg € N siempre
que gh € N.

OBSERVACION 1.49. Si N C L son subgrupos de un grupo G y N <G, entonces N < L.

OBSERVACION 1.50. Si N < G, entonces NL = LN para todo subconjunto L de G. Si
ademds L < G, entonces NL < G. Por ultimo, si L AG, entonces NL<G.

El siguiente resultado serd mejorado mas adelante.
PROPOSICION 1.51. Todo subgrupo N de indice 2 de un grupo G es normal.

DEMOSTRACION. Si g € N, entonces gN = N = Ng. Tomemos g € G\ N. Como N tiene
indice 2,
G=NUgN = NUNgy,
con ambas uniones disjuntas. Asi que también en este caso gN = Ng. ]
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Claramente la interseccién de una familia de subgrupos normales de G es un subgrupo
normal de G. En consecuencia, para cada subconjunto S de G existe un minimo subgrupo

normal (S) de G que contiene a S, el cual es precisamente la interseccién de todos los sub-

grupos normales de G que contienen a S. Como (S) es normal e incluye a S, debe incluir
también al subgrupo de G generado por |J e gSg~!. Pero usando la caracterizacién de sub-
grupos generados por un conjunto dada en (1), se comprueba inmediatamente que el tltimo

es normal, por lo que
(S) = < U gSgl> :
geG

En general (S) esté incluido estrictamente en (S).

PROPOSICION 1.52. Si {G;}ics es una familia de subgrupos normales de un grupo G,
entonces \/;c; Gi es normal. Ademds, si I estd provisto de un orden total, entonces

\/Gi:{gil"'gin m>0, <<ty €1 Y 9i; EGi].}.
i€l
DEMOSTRACION. Tomemos g, - - - gi, € \;c; Gi- Como
9(gin -+ 9i)9~" = (9919 ) (990,9™") - (99,9~ ") € \/ Gi para cada g € G,
i€l
el subgrupo \/;.; G; de G es normal. La segunda afirmacién se sigue de que, por la Observa-
cién 1.50, sabemos que G;G; = G;G; para todo 4,5 € I. d

9. Una caracterizacion de los grupos ciclicos finitos

La funcion ¢: IN = IN de Fuler asigna a cada nimero natural el cardinal del conjunto de
los enteros no negativos menores que él y coprimos con él. En notaciéon simbdlica

d(n) :==|{m:0<m < nymes coprimo con n}|.
Por ejemplo, si p es un niimero primo, entonces ¢(p") = p"~!(p—1) para todo n € IN, porque
{0,...,p™ — 1} tiene p™ elementos, de los cuales p"~! son miiltiplos de p. En la Seccién 5.1

vimos que si G es un grupo ciclico de orden n, entonces G tiene ¢(n) generadores y que si
d divide a n, entonces G tiene exactamente un subgrupo de orden d (que ademés es ciclico).
El principal objetivo de esta secciéon es mostrar que lo ultimo caracteriza a los grupos ciclicos
finitos.

Para cada grupo ciclico G vamos a denotar con gen(G) al conjunto de sus generadores.
LEMA 1.53. Cada grupo G es la union disjunta
G =Jeen(0),
de los generadores de los subgrupos ciclicos C de G.
DEMOSTRACION. Porque cada elemento de G genera un tinico subgrupo ciclico de G. [

PROPOSICION 1.54. La igualdad n =73, ¢(d) vale para cadan € IN.
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DEMOSTRACION. Como Z, tiene exactamente un subgrupo ciclico de orden d, para cada
divisor d de n, y dicho subgrupo tiene ¢(d) generadores, se sigue del lema anterior que

n= |Zn| = Z¢(d)7

d/n

como queriamos. O

TEOREMA 1.55. Un grupo G de orden n es ciclico si y sélo si tiene a lo sumo un subgrupo
de orden d, para cada divisor d de n.

DEMOSTRACION. Ya sabemos que si G es ciclico, entonces tiene exactamente un subgrupo
de orden d para cada divisor d de n. Veamos que vale la reciproca. Supongamos que G es un
grupo de orden n. Por el Lema 1.53 y la Proposicién 1.54,

> lgen(O)| =[Gl =n=7_¢(d),
C d/n

donde C' recorre el conjunto de los subgrupos ciclicos de G. Por lo tanto, debido a que
|gen(C)| = ¢(|C]), si G tiene a lo sumo un subgrupo de orden d para cada divisor d de n,
entonces debe tener efectivamente un subgrupo ciclico de orden d para cada divisor d de n.
En particular G tiene un subgrupo ciclico de orden n y, en consecuencia, es ciclico. O

TEOREMA 1.56. Si F' es un cuerpo y G es un subgrupo finito de F*, entonces G es ciclico.

DEMOSTRACION. Si o € G satisface ¢ = 1, donde d/|G|, entonces z es una raiz del
polinomio X% — 1 € F[X]. Dado que un polinomio de grado d con coeficientes en un cuerpo
tiene a lo sumo d raices, G no puede tener méds que un subgrupo de orden d (dos subgrupos
darfan més de d raices de X¢ —1). En consecuencia, por el teorema anterior, G es ciclico. [

PROPOSICION 1.57. Si p es un primo impar, entonces el grupo de unidades del anillo de
congruencias Zyr es ciclico de orden (p — )p"~!, para todo r € N. En cambio, Z3. es ciclico
de orden 27! sir <2, e isomorfo a Zigr—2 ® Ly si T > 3. Ademds, en este caso

7y = {£5":0<i< 272},
donde, por supuesto, las potencias de 5 son realizadas en Zor.

DEMOSTRACION. Tomemos z < p". Como x € Z;T si y sélo si p no divide a x, el grupo

Z;r tiene (p — 1)p"~! elementos, tanto si p = 2 como si es impar. Cuando r = 1 el resultado
se sigue de que el grupo de unidades de un cuerpo finito es ciclico. Podemos suponer entonces
que r > 1. En la demostracién usaremos que sip =2 e ¢ > 1 0 si p es un primo impare¢ > 1,
entonces
(6) y=1+p (médp™) =y’ =1+p™" (médp™),
como puede comprobarse mediante un calculo sencillo. Una consecuencia inmediata es que
cuando p es impar,

(1 —i—p)pi =1+p™ (méd p't?) para todo i > 0.
En particular, p + 1 tiene orden p"~!. Debido a esto, para concluir la prueba de la primera
afirmacion serd suficiente mostrar que existe x € Z;r de orden p— 1, porque entonces z(p+1)
serd un generador de Z;r. Pero si z < p tiene orden p — 1 en Z,, entonces z es inversible en
Z,~ (puesto que p no divide a 2) y tiene orden (p — 1)p’ con 0 < i < 7, con lo cual z = 27"
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tiene orden p— 1, como queremos. Consideremos ahora el caso p = 2. Es evidente que el grupo
de unidades de Zy- es ciclico si 7 = 2. Supongamos entonces que r > 2. Como 5 = 1 + 22,
de (6) se sigue que

52 = 14272 (méd 2°7%)  para todo i > 0.
Asi, {5": 0 < i < 2772} es un subgrupo ciclico de orden 2”72 de Z.. Ademéds

or—3

5 " =14+2"1 (méd 2")

y, en consecuencia, es distinto de —1 en ZyrZ. Por el Teorema 1.55, como 5277 y —1 tienen
ambos orden 2 en Zj,, el subgrupo {£5' : 0 < i < 2772} de Z3 no es ciclico. Por lo tanto
contiene propiamente a {5’ : 0 < i < 2”72} y coincide entonces con Z3.. Por ultimo, es fécil
ver que {£5°: 0 < i < 2772} es isomorfo a Zgr—2 @ Zs. O

10. Morfismos de grupos

Un morfismo p: G — G', de un grupo G en otro G’, es por definicién un morfismo
de monoides de G en G'. Es facil ver que ¢: G — G’ es un morfismo de grupos si y sélo si
o(xy) = p(x)p(y) para todo x,y € G. Dicho de otra forma, no es necesario pedir que ¢(1) = 1.
En realidad, esto es una consecuencia inmediata de una observacion hecha al principio de la
Seccién 3.

Laidentidad idg: G — G, y méas generalmente, la inclusiéon canénica i: H — G de un sub-
grupo H de G en G, es un morfismo de grupos. También lo es la composicién ¢oy: G — G”
de dos morfismos de grupos ¢: G — G’ y ¢: G' — G".

Muchas de las propiedades bésicas de los morfismos de grupos son andlogas a las estable-
cidas para los de monoides. Las definiciones de endomorfismo, isomorfismo, grupos isomorfos,
automorfismo, monomorfismo, epimorfismo, seccién y retraccién son las mismas. Mantenemos
la notacién G' ~ G’ para senalar que los grupos G y G’ son isomorfos. Se comprueba facilmente
que un morfismo es un isomorfismo si y sélo si es biyectivo. Nuevamente los monomorfismos,
epimorfismos, secciones y retracciones son cerrados bajo la composicién, toda retraccion es
sobreyectiva, toda seccién es inyectiva, todo morfismo sobreyectivo es un epimorfismo, y un
morfismo es inyectivo si y sélo si es un monomorfismo (la parte no trivial de la tltima afirma-
cion es la suficiencia, la cual puede probarse copiando la demostracion dada para monoides,
con Z jugando el papel de INg). En consecuencia todo monomorfismo de grupos lo es de mo-
noides. También para grupos un morfismo ¢: G — G’ es un isomorfismo si y sélo si es una
seccién y un epimorfismo, y esto ocurre si y sélo si es una retraccion y un monomorfismo.
Por 1ltimo, también es cierto que todo epimorfismo es sobreyectivo, pero esto es mucho mas
dificil de probar, y lo dejamos para después.

EJEMPLO 1.58. Hay monomorfismos que no son secciones y epimorfismos que no son
retracciones. En efecto:

1. El monomorfismo j: Zo — Z4, definido por j(0) :=0 y j(1) := 2, no es una seccion.
2. El epimorfismo w: Zy — Za, definido por w(0) := w(2) := 0 y w(1) := w(3) := 1, no
es una retraccion.

Igual que en el caso de los monoides, para cada par p: G — G’ y ¢ : G — G” de morfismos
vale lo siguiente:
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1. Si oy es una seccién, o un morfismo inyectivo, entonces también lo es .
2. Si ¥ o ¢ es una retraccién, un epimorfismo, o un morfismo sobreyectivo, entonces
también lo es 1.

Al tratar con grupos utilizaremos los simbolos Hom (G, G'), Iso(G, G’), End(G) y Aut(G)
para denotar respectivamente a los conjuntos de morfismos de G en G’, isomorfismos de G en
G’, endomorfismos de Gy automorfismos de G. De la definicién se sigue inmediatamente que
End(G) es un monoide (cuyo elemento neutro es la funcién identidad) via la composicién y
Aut(G) es su grupo de unidades.

Una propiedad completamente nueva es que si ¢: G — G’ es un morfismo de grupos,
entonces o(K 1) = p(K)™!, para cada par de subconjunto K y L de G.

EJeRrcicio 1.59. Consideremos un morfismo ¢: G — G’ y subconjuntos K y L de G'.
1. Pruebe que p Y (K1) = ¢~ 1(K)™L.
2. Pruebe que si @ es sobreyectivo, entonces ¢ L(KL) = ¢ 1 (K)o Y(L).
EJEMPLO 1.60. Para cada par de grupos G y G', el morfismo nulo 1lgg: G — G’ es la

funcién que manda todos elementos x de G a 1 (cuando usemos la notacion aditiva, lo que
nunca sucederd si G' no es abeliano, designaremos a este morfismo con el simbolo Oggr ).

EJEMPLO 1.61. Para cada grupo G, la aplicacién antipodal

G — G

g——>g!

es un isomorfismo de grupos.

EJEMPLO 1.62. El determinante det: GL(n, k) — k> es un morfismo sobreyectivo de gru-
POS.

EJEMPLO 1.63. La exponencial x — €* es un isomorfismo del grupo aditivo R en el gru-
po multiplicativo Rq, formado por los nimeros reales positivos. Su inversa es el logaritmo
natural.

EJEMPLO 1.64. La exponencial x +— €™ es un morfismo del grupo aditivo R en el grupo
multiplicativo C*. Su imagen es el circulo unidad S*.

EJeEmMPLO 1.65. La aplicacion ¢: C* — Rsyg, definida por ¢(z):=|z|, es un morfismo so-
breyectivo.

EJEMPLO 1.66. La aplicacion s: Z[X] — Qso, definida por
< (z nx> _ir

i>0 i>0
donde py < p1 < p2 < ... es la sucesion de los niumeros primos positivos, es un isomorfismo.

EJEMPLO 1.67. Fijemos una raiz w € C de orden n de la unidad (por ejemplo, podemos
tomar w := cos(2mw/n) + isen(27/n)). La aplicacion ¢: Zy, — Gy, definida por p(n) = w",
es un isomorfismo de grupos.
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EJEMPLO 1.68. Para cada n > 1, consideremos el subgrupo ]_~)n de GL(2,C) generado por

las matrices
(w0 b— 01
o wt Yoo T o)

donde w € C es una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Un cdlculo directo muestra que

i ’U)i 0 2 1 0 i 0 w*i '
a—<0 w_i)’ b_<0 1) yba-(wi 0>—a b.

Por lo tanto a y b satisfacen las relaciones
a=1, ¥=1 y babl=0a!

y los 2n elementos 1,a...,a" 1, b,ab,...,a" b son todos distintos. Asi la funcién

D, —— -511 ’

iyl — a'b
donde x e y son como en el Ejemplo 1.26, es un isomorfismo.

EJEMPLO 1.69. Supongamos que X es un subconjunto de Y. Definamos

ix: Sx — Sy
por
oly) siyeX,
Yy siy ¢ X.
Es evidente que i, es un morfismo inyectivo de grupos cuya imagen es el conjunto de las
permutaciones de Y que dejan fijos a los elementos que estdn fuera de X. Llamamos a i, la
inclusion candnica de Sx en Sy e identificamos a Sx con i.(Sx). En particular consideramos
a S, como el subgrupo de Sy formado por las permutaciones que dejan fijos a los numeros
mayores que n, lo cual permite definir Soo := J,,cpy Sn- Es obvio que S es el subgrupo de Sy

que consiste de las permutaciones que solo mueven a una cantidad finita de niumeros y que
Seo €5 un grupo infinito cuyos elementos tienen orden finito.

EJEMPLO 1.70. Supongamos que i: X — Y es una biyeccion. Definamos
ix: Sx — Sy
por iy (o) :=iocoi~t. Es evidente que i, es un isomorfismo de grupos.
EJEMPLO 1.71. Supongamos que i: X — Y es una funcion inyectiva. Definamos
i+ Sx — Sy

por

o1 o [O@) sy =i@),
+(0)(y) : {y sty ¢i(X).

Es facil ver que:

- 1, es un morfismo inyectivo de grupos cuya imagen es el conjunto de las permutaciones
de'Y que dejan fijos a los elementos que estdn fuera de i(X).

- 51 X es un subconjunto de 'Y e i es la inclusion canonica de X en Y recuperamos la
definicion dada en el Ejemplo 1.69, mientras que si i es una biyeccion recuperamos la
dada en el Fjemplo 1.70.
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- Sig:Y — Z es otra funcion, entonces (j01)x = Jux O ix.

10.1. Estructuras en el conjunto de los morfismos de un grupo en otro

En general Hom(G,G’) no tiene ninguna estructura algebraica interesante, sélo es un
conjunto con un punto distinguido (el morfismo nulo). Esto cambia cuando G’ es abeliano.
En esta subseccion utilizaremos la notacién aditiva.

PROPOSICION 1.72. Si G’ es abeliano, entonces Hom(G, G') es un grupo abeliano via la
operacion (¢ +¥)(g) := ¢(g) + ¥(g). El neutro de este grupo es el morfismo nulo Oggr y la
inversa de un morfismo ¢ es la funcion —p definida por (—¢)(g) := —p(g).

DEMOSTRACION. Primero debemos ver que + es una operacién interna en Hom(G, G").
En otras palabras, que si ¢, : G — G’ son morfismos de grupos, entonces ¢ + v también lo
es. Pero esto es cierto porque, como G’ es abeliano,

(¢ +1)(gh) = ¢(gh) + ¥ (gh)
= ¢(g) + (k) +¥(g9) + ¥ (h)
= p(g9) +¥(g9) + w(h) +(h)

= (e +¥)(9) + (¢ +¥)(h).

Ahora es evidente que

e+ W+ =(@+¢)+¢ v ¢+ =1¢+¢ paratodo ¢,¢,¢ € Hom(G,G).

Por tltimo, también es evidente que Og¢r es neutro de la suma de morfismos, que si p: G — G’
es un morfismo de grupos, entonces —p también lo es, y que ¢ + (—¢) = Oggr- g

OBSERVACION 1.73. De la misma manera puede probarse que si M y M’ son monoides y
M’ es abeliano, entonces Hom(M, M') es un monoide abeliano.

OBSERVACION 1.74. Si: H — G es un morfismo de grupos y1: G' — H' es un morfismo
de grupos abelianos, entonces las aplicaciones

¢*: Hom(G,G') - Hom(H,G") y .: Hom(G,G’) — Hom(G, H'),

definidas por p*(a):=ao @ y . (a): =1 oa respectivamente, son morfismos de grupos abelia-
nos.

11. Ncleo e imagen

El nicleo ker ¢ de un morfismo de grupos ¢: G — G’ es la preimagen de 1 por ¢. Es
evidente que ker ¢ <G e Im ¢ < G’. M4s atin, no es nada dificil comprobar que la imagen de
un subgrupo H de G es un subgrupo de G’, que es normal si H lo es y ¢ es sobreyectivo, y
que la preimagen de un subgrupo H’ de G’ es un subgrupo de G, que es normal si H' lo es.

Es claro que la inclusion candnica ¢: ker ¢ — G tiene las siguientes propiedades, la segunda
de la cuales es llamada la propiedad universal del nicleo:

- pol= 1kergo,G’>

25



12 Cociente de grupos Teoria elemental

- Para cada morfismo de grupos ¥: H — G que satisface ¢ o1 = 1, existe un tnico
morfismo de grupos ¢': H — ker ¢ tal que el diagrama

P ¢

H—G—¢
lﬂ’/
ker ¢

conmuta.

OBSERVACION 1.75. Una manera equivalente de formular la propiedad universal del nicleo
es decir que para todo grupo H la correspondencia

Hom(H, ker ¢) — Hom(H, G)
¢/ S0 ,(Z}/
es inyectiva y su imagen es {1p € Hom(H,G) : oo = 1y }.

A lo largo de este apunte apareceran muchas mas propiedades universales, todas en el
estilo usado al establecer la del nicleo. Cada una de ellas tiene una versién equivalente,
similar a la dada recién. No siempre mencionaremos la segunda, pero recomendamos al lector
tomarse el trabajo de formularla.

PROPOSICION 1.76. Si p: G — G’ es un morfismo de grupos, entonces dos elementos g y
h de G tienen la misma imagen bajo ¢ si y sdlo si gker p = hker .

DEMOSTRACION. En efecto,
©(g) = ¢(h) & g *h € ker p < gker ¢ = hker ¢,
como afirmamos. O
COROLARIO 1.77. Un morfismo de grupos ¢: G — G’ es inyectivo si y sélo si ker p = 1.
EJemMpPLO 1.78. El nicleo de det: GL(n,k) — k* es el grupo lineal especial SL(n, k).

EJEMPLO 1.79. El nicleo de la funcion exponencial
R——C,
T "
es el grupo aditivo {2mn :n € Z}.

EJeEMPLO 1.80. El nicleo del morfismo ¢: C* — R, definido por¢(x) = |x|, es el circulo
unidad.

12. Cociente de grupos

Consideremos una relacién de equivalencia ~ definida en el conjunto subyacente de un
monoide S. Para cada s € S denotemos con [s] a la clase de equivalencia de s en el conjunto
cociente S/~. Es facil ver que S/~ tiene una estructura de monoide tal que la aplicacién
canénica 7: S — S/~ es un morfismo si y sélo si ~ satisface la siguiente condicién:

s~s yt~t = st~ st
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Llamaremos compatibles a tales relaciones de equivalencia. La definicién del producto en S/~

[s][s'] = [ss'],

esta forzada por el requerimiento de que m sea un morfismo y, por lo tanto, es tnica. Esta
operacion es asociativa porque lo es el producto de S y la funcién 7 es sobreyectiva. En efecto,
usando estos hechos se ve inmediatamente que

([s]1sDIs"] = [s8'][s"] = [(s8)s"] = [s(s's")] = [s]['s"] = [s](['][s"]):

para todo s, s’, s” € M. El mismo argumento prueba que el neutro de S/~ es la clase [1] del 1
y que S/~ es conmutativo si S lo es. Por ltimo, si s es inversible, entonces [s] es inversible
y [s]7! = [s7!]. En particular, si S es un grupo, entonces también lo es S/~ y 7: S — S/~
es un morfismo de grupos.

Se pueden decir muchas cosas méas acerca de los cocientes de monoides por relaciones de
equivalencia compatibles, pero casi todas son de caracter formal. Asi que a partir de ahora
vamos a concentrarnos en el caso de grupos, donde los resultados son mas elegantes. Supon-
gamos entonces que ~ es una relacién de equivalencia compatible definida en un grupo G.
Escribamos N := ker 7. Ya sabemos que N <G, y es trivial que

hegNoglhe Neh~gehgte NeheNg,
de modo que ~ queda determinada por N y, ademaés,
{h€eG:h~g}=gN =Ng paratodoge N.

Reciprocamente, si N es un subgrupo normal de G, entonces por la Proposiciéon 1.45 las
relaciones de equivalencia

h~gehgy'teNeheNg v helgeglhe NehegN
coinciden y son compatibles con la operacion de GG, porque
gNg'N =gg' NN = gg'N.

De ahora en mds, para cada subgrupo normal N de GG, denotaremos con G/N al grupo cociente
G/~ de G por la relacién de equivalencia ~ definida arriba, y lo llamaremos grupo cociente
de G por N. Es evidente que el niicleo del morfismo canénico 7: G — G/N es N. En realidad
este morfismo es inicial entre aquellos con dominio G, cuyos ntcleos incluyen a N. En otras
palabras, 7 tiene la siguiente propiedad universal:

- Si p: G — G’ es un morfismo de grupos tal que N C ker ¢, entonces existe un tnico
morfismo de grupos p: G/N — G’ tal que el tridngulo

aG—*2 o«

s
A

G/N

conmuta.
Para comprobarlo, notemos que
g~h=gh™' € N CKerp= ¢(g) = p(h),
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lo que permite definir $([g]) := ¢(g). Como 7(g) = [g], el tridngulo conmuta. Adicionalmente,
© es un morfismo de grupos porque

2(lgl[hr]) = @(lgh]) = w(gh) = v(g)e(h) = 2(lg])e([h]),

para todo g, h € G.

OBSERVACION 1.81. Una manera equivalente de formular la propiedad universal del co-
ciente es decir que para todo grupo G’ la correspondencia

Hom(G/N,G") —— Hom(G, G")
P————>Pon

es inyectiva y su imagen es {¢ € Hom(G,G’) : ¢(N) = 1}.

OBSERVACION 1.82. FEl niicleo de ¢ es ker ¢/N y su imagen es la imagen de . En par-
ticular, © es inyectiva si y solo si ker ¢ = N y sobreyectiva si y sélo si lo es . En efecto, la

sequnda afirmacion es clara. Para probar la primera notemos que, como pomw = ¢, la clase
en G/N de un elemento g de G pertenece a ker g si y sdlo si g € ker ¢ y, por consiguiente,

ker ¢

kerp = {gN : g € kerp} = N

como quem’amos.

El resto de la seccién estara dedicado a establecer algunos resultados que son consecuencias
m&s o menos directa de la propiedad universal del cociente. Entre ellos se encuentran los
teoremas de isomorfismo de Noether.

TEOREMA 1.83 (Primer teorema de isomorfismo). Todo morfismo de grupos ¢: G — G’
induce un isomorfismo ¢: G/ ker ¢ — Im .

DEMOSTRACION. Es claro. O

TEOREMA 1.84 (Segundo teorema de isomorfismo). Si L C N son subgrupos normales de
un grupo G, entonces N/JL<G/L y G/N ~ (G/L)/(N/L).

DEMOSTRACION. Por la propiedad universal de 77, hay tnico morfismo 7: G/L — G/N
tal que el tridngulo

G- G/N

i

G/L

donde 71,: G — G/L y mn: G — G/N son los morfismos canénicos, conmuta. Es facil ver
que 7 es sobreyectivo y que ker 7 = N/L. En consecuencia, por el teorema anterior, 7 induce
un isomorfismo 7: (G/L)/(N/L) — G/N. O

TEOREMA 1.85 (Tercer teorema de isomorfismo). Si L y N son dos subgrupos de un grupo
G y N es normal en G, entonces LONN<L y L/LNN ~ NL/N.

DEMOSTRACION. Consideremos el morfismo 7: L — G/N obtenido componiendo la in-
clusién canénica ¢: L — G con la sobryeccién canénica my: G — G/N. Por la propiedad
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universal del cociente sabemos que hay un tinico monomorfismo z: L/ keri — G/N tal que el
tridangulo

L—Y -GN
TL
e
L/kert
conmuta. Es facil ver que keri = LN N e Imz = NL/N. Asi, 7 induce por correstriccién el
isomorfismo deseado de L/L N N en NL/N. O

TEOREMA 1.86. Sip: G — G’ es un morfismo de grupos, entonces
|G| = [Tm || ker ¢].

DEMOSTRACION. Por el teorema de Lagrange, |G| = |G : ker ¢|| ker ¢|, y por el primer
teorema de isomorfismo, |G : ker p| = |Im ¢|. O

OBSERVACION 1.87. Consideremos un morfismo de grupos p: G — G'. Por el teorema
de Lagrange, sabemos que |Im | divide a |G'|, y por el Teorema 1.86, que divide a |G|. Por
lo tanto, si G y G’ son finitos |Im | divide a (|G| : |G'|). En particular, si |G| y |G'| son
coprimos, entonces ¢ es el morfismo nulo.

EJEMPLO 1.88. Supongamos que k es un cuerpo finito. Si G es un subgrupo de GL(n, k),
cuyo orden es coprimo con |k| — 1, entonces G < SL(n, k), porque la aplicacion det: G — k*
es el morfismo nulo. En particular, todos los subgrupos de orden impar de GL(n,Zs) estdn
incluidos en SL(n,Zs3).

Recordemos que un orden parcial en un conjunto X es una relacién binaria < en X, que

es reflexiva antisimétrica y transitiva. Un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto X
provisto de un orden parcial. El supremo de una familia (x;);cr, de elementos de X, es un
elemento y € X, que satisface:

- x; < y para todo j € I,

- Si z; < x para todo j € I, entonces y < z,
y el infimo es un elemento z € X, que satisface:

- z < x; para todo j € I,

- Six < x; para todo j € I, entonces x < z.
Si existen, el supremo y el infimo de (z;);cs son tnicos, y se los denota \/;c;x; y ;s i,
respectivamente. Un conjunto ordenado X es un reticulado completo si toda familia de ele-
mentos de X tiene supremo e infimo. Por ejemplo, el conjunto Subg(G), de los subgrupos de
G que incluyen a un subgrupo dado H, es un reticulado completo via el orden dado por la

inclusién. El infimo de una familia (G;)ic; de subgrupos de G es la interseccion (,c; Gi, y el
supremo es el subgrupo \/;.; G;. Cuando H = 1 escribiremos Sub(G) en lugar de Suby (G).

PROPOSICION 1.89. Para cada conjunto ordenado X son equivalentes:

1. X es un reticulado completo.
2. Toda familia de elementos de X tiene supremo.

3. Toda familia de elementos de X tiene infimo.
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DEMOSTRACION. Es claro que 1) = 2) y 1) = 3). Veamos que 2) = 1). Notemos primero
que el supremo de la familia vacia es el minimo de X. En consecuencia toda familia (x;);cr de
elementos de X tiene cotas inferiores. Es facil ver ahora que el supremo de las cotas inferiores
de los z;’s es el infimo de (z;);er. Un razonamiento similar prueba que 3) = 1). O

Un morfismo de reticulados completos f: X — X’ es una terna (X, f, X'), donde f es
una funcién del conjunto subyacente de X en el de X', que es creciente y preserva supremos
e infimo. En simbolos:

- 21 <z9= f(x1) < f(x2) para todo x1,x9 € X,

- f\Vicrvi) = Vier f(xi) para toda familia (2;);c; de elementos de X,

- f(Nicr vi) = Nieq f(xi) para toda familia (x;);cr de elementos de X.
El reticulado completo X es el dominio, e Y el codominio. Las condiciones pedidas son
redundantes. De hecho, no es dificil probar que cualquiera de las dos tultimas implica la
primera. Un morfismo de reticulados completos f: X — X' es un isomorfismo si hay un
morfismo f~': X’ — X, llamado la inversa de f, tal que f~lo f =idx y fof~' =idx/. Es
facil ver que esto sucede si y sélo si f es biyectiva y tanto f como f~! preservan el orden.

TEOREMA 1.90 (Teorema de la correspondencia). Si p: G — G’ es un morfismo sobre-
yectivo de grupos, entonces las funciones
Subier »(G) — Sub(G’) Sub(G") — Subyer »(G)
Hi+— ¢(H) H +— o Y(H)

son isomorfismos de reticulados, inversos uno del otro. Esta correspondencia tiene las si-
guientes propiedades:

- |L H = [p(L) : p(H)],
- HaL siysolosi o(H)<xp(L), y entonces L/H ~ ¢(L)/o(H).
para cada H, L € Subyer,(G) con H < L.

DEMOSTRACION. Es claro que si kerp < H < L, entonces ¢(H) < ¢(L). Como ¢ es
sobreyectiva,

el '(H') =H'
para todo subconjunto H' de G’. Ademas,
¢ (p(H)) = Hkerp
para cada H < (G, porque
g€ (p(H)) < 3he H tal que p(g) = p(h) < 3h € H tal que h™ g € ker o,

cualquiera sea g € GG. La primera afirmacion es una consecuencia inmediata de estas observa-
ciones.

Para probar que si kero < H < L, entonces |L : H| = |¢p(L) : p(H)|, serd suficiente
mostrar que la correspondencia [H — ¢(l)p(H), del conjunto de las coclases a izquierda de
H en L en el de las coclases a izquierda de ¢(H) en ¢(L), es biyectiva. Pero es evidente que
esta es sobreyectiva, y es inyectiva porque

o(Dp(H) = o(INp(H) = o(I") e o(H) = 171" e H=1H =I'H.
30



Teoria elemental 12 Cociente de grupos

Ademas, los resultados obtenidos al comienzo de la Seccién 11 muestran en particular que
H <L siysélosi p(H)<@(L). Resta ver que

L (L)

H — p(H)'

lo que se sigue del primer teorema del isomorfismo aplicado al morfismo de L en ¢(L)/¢(H)
obtenido componiendo ¢ con el epimorfismo canénico m: ¢(L) — ¢(L)/p(H). O

OBSERVACION 1.91. Por el teorema anterior si p: G — G’ es un morfismo sobreyectivo
de grupos y H es un subgrupo de G, entonces |G’ : p(H)| = |G : Hkerp| y, por lo tanto,
divide o |G : H|.

DEFINICION 1.92. Un grupo G es simple si G #1 yH<G=H=1o0H=G.

DEFINICION 1.93. Un subgrupo normal H de un grupo G es maximal si es propio y no
existe ningun subgrupo normal L de G tal que H C L C G.

COROLARIO 1.94. H <G es mazximal si y sélo si G/H es simple.

Consideremos un morfismo de grupos ¢: G— G’ y subgrupos normales H de G y H' de G".
Si p(H) C H', entonces existe un tinico morfismo @: G/H — G'/H’ tal que el cuadrado

G—2 @
G/H —2~¢'/H,

donde 7 y 7' son las proyecciones candnicas, conmuta. De hecho, esto es una consecuencia
directa de la propiedad universal del cociente. Recordemos que cuando establecimos dicha
propiedad, calculamos también el nicleo y la imagen del morfismo inducido. De los resultados
obtenidos en ese momento se deduce de inmediato que

p(G)H'

Im@zw’(lmgp):T y kerg = ¢ '(H')/H.

PROPOSICION 1.95. La construccion anterior tiene las siguientes propiedades:

1. Para todo H <G, el morfismo id: G/H — G/H es la identidad de G/H.

2. Consideremos morfismos de grupos ¢: G — G' y : G' — G" y subgrupos normales
H de G, H" de G" y H" de G". Si o(H) C H' yy)(H') C H", entonces ypop(H) C H"
ypop=1op.

DEMOSTRACION. Por la unicidad de los morfismos id y v o ¢, basta observar que el cua-
drado

¢—4 ¢
G/H 4~ q/H

31



13 Grupos libres y presentaciones Teoria elemental

y el rectangulo exterior del diagrama

G—*2 ¢ G

LT

G/H G /H = G"/H"

conmutan. O

EJERCICIO 1.96. Pruebe que si o: G — G’ es un morfismo de grupos y H' <G’, entonces
0 Y(H') <G y existe un tinico morfismo inyectivo @: G /o Y(H') — G'/H' de grupos, tal que
el diagrama

G ¢ G’

L

Gl NH') Z—G'/H,

dondem: G — G/ Y(H') yn': G' — G'/H' son las proyecciones candnicas, conmuta. Pruebe

., —_ ’
también que Imp = Hér}w.

13. Grupos libres y presentaciones

Intuitivamente, dar una presentacion de un grupo G es dar un conjunto de generadores X
de G y un conjunto de relaciones que los elementos de X satisfacen y que determinan G. Por
ejemplo, en la Seccién 5 introdujimos los grupos diedral D,, y cuaterniénico generalizado H,,
para cada niimero natural n > 1, y vimos que el primero tiene generadores z, y que satisfacen
las relaciones

=1, y*=1 e yay '=z""
y el segundo, generadores x,y que satisfacen las relaciones
"=y e yry =21

En esta seccién precisamos el concepto de presentacién y mostramos que las anteriores son,
efectivamente, presentaciones de los grupos diedrales y cuaterniénicos. Para ello necesitamos
primero introducir los grupos libres, los cuales, a grosso modo, pueden describirse como aque-
llos con un conjunto de generadores que no satisfacen ninguna relacién, salvo las determinadas
por los axiomas de grupo.

13.1. Grupos libres

Para cada conjunto X, denotamos con X*! a la unién disjunta de dos copias Xt! y
X! de X. Para cada elemento € X hay un elemento correspondiente z+! € X*! y otro
z~! € X! Nosotros diremos que ' y 27! estdn asociados. Una palabra en X es una
expresion

wi=xy Ty (conzy, € X yeg==xlparai=1,...,n).
Si en la misma ningin simbolo aparece junto a su asociado, decimos que w es una palabra

reducida. La cantidad n de simbolos que tiene, es la longitud l(w) de w. Consideramos también
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como una palabra reducida a la expresiéon vacia. Por definicién, esta palabra tiene longitud
cero. Nuestro proximo objetivo sera definir el producto wiws de dos palabras reducidas

i €1 L € 00
w1 = Ty, To, Y W2i=XTg c-Tgl.
Para ello escribimos
€1 ... € g1 . 6
(7) Loy Za, Zg, xﬁz ’

Si esta es una palabra reducida, entonces ponemos

c— €l L. b 61... 6777'
WIW2 1= Ty, - Ty T, - T
Si no, primero eliminamos de (7) sucesivamente pares de simbolos asociados, hasta obtener
una que lo sea.

TEOREMA 1.97. El conjunto L(X), de la palabras reducidas en X, es un grupo via el
producto que acabamos de definir.

DEMOSTRACION. Es claro que la palabra vacia es el elemento neutro. Probaremos ahora
por induccién en [(ws), que

w1 (w2w3) = (wlwg)wg

para toda terna wi, wy, ws de palabras reducidas. Si [(we) =1 (esto es, si wo = z€ con x € X
y € = £1) hay cuatro casos para analizar: que el dltimo simbolo de w; y el primero de ws
sean distintos del elemento de X*! asociado a z¢; que el dltimo simbolo de w; sea el elemento
de X*! asociado a z€, pero que el primero de w3 no lo sea; que el primer simbolo de ws
sea el elemento de X*! asociado a z¢, pero que el dltimo de wy no lo sea; y que el dltimo
simbolo que w; y el primero de ws sean el elemento de X*! asociado a z¢. Es facil ver que en
todos vale que wi(wews) = (wjwe)ws. Supongamos ahora que la asociatividad vale cuando
l(w2) < ny que l(wz) =n+ 1. Escribamos wy = wha®. Entonces, por hipétesis inductiva

w1 (waws) = wy ((whx)ws

Resta probar que cada palabra reducida es inversible, pero es claro que la inversa de la palabra
reducida zg!, ---xg es la palabra z -+ 2 1. ]

El grupo libre sobre un conjunto X es, por definicién, el grupo L(X) construido arriba.
Identificando cada elemento z € X con la palabra reducida 1!, obtenemos una aplicacién
canénica ¢: X — L(X). Claramente ¢(X) genera L(X) como grupo. En el siguiente teorema
establecemos la propiedad universal de (L(X),¢).
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TEOREMA 1.98. Para cada funcion j: X — G, de X en un grupo G, hay un dnico mor-
fismo ¢: L(X) — G que extiende a j. Vale decir, con la propiedad de que el triangulo

X*]A>G

conmuta.
DEMOSTRACION. Si ¢ es un morfismo de grupos que extiende a j, forzosamente debe ser

‘P(xgcll T :L‘ZZL) = j(xm)el c (e, )

Pero es claro que la funcién definida por esta férmula es un morfismo de grupos. O

Ampliando un poco la definiciéon dada arriba del Teorema 1.98, diremos que un grupo libre
sobre X es cualquier par (G, j), formado por un grupo G y una funcién j: X — G, que tiene
la misma propiedad universal que (L(X),t). Por extensién, en este caso decimos también que
G es libre.

OBSERVACION 1.99. Sil: Y — X es una funcidn biyectiva, (G, j) es un grupo libre sobre X
y: G— H es un isomorfismo de grupos, entonces (H,1p ojol) es un grupo libre sobre Y.

PROPOSICION 1.100. Un par (G, j), formado por un grupo G y una funcién j: X — G, es
un grupo libre si y solo si el morfismo ¢: L(X) — G cuya ezistencia y unicidad fue probada
en el Teorema 1.98 es un isomorfismo. En consecuencia, j es inyectivo.

DEMOSTRACION. Por la Observaciénl.99, si ¢ es un isomorfismo, entonces (G, j) tiene la
propiedad universal de (L(X), ). Supongamos ahora que (G, j) tiene esta propiedad. Entonces
hay un dnico morfismo ¢: G — L(X) tal que el tridngulo

X*]'>G

conmuta y, como
Yopor=1thoj=1 y @opoj=por=yj
se sigue de las propiedades universales de (L(X),t) y (G,J), que
potyp=idg y Yoy =idyx),
lo que prueba que ¢ es un isomorfismo. O

Una base de un grupo G es cualquier subconjunto X de G tal que el par (G,tx), donde
tx: X — G es la inclusién candnica, es un grupo libre. Obviamente esto ocurre si y sélo si el
morfismo de L(X) en G, inducido por tx, es biyectivo. Es claro que un grupo tiene una base
si y sélo si es libre. Por la Observacion 1.99, si (G, j) es libre, entonces Im j es una base de
G. El siguiente teorema sera probado mas adelante.

TEOREMA 1.101. Dos grupos libres L(X) y L(Y') son isomorfos si y sdlo si |X| = |Y].
FEquivalentemente, todas las bases de un grupo libre G tienen el mismo cardinal.
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Este resultado permite definir el rango de un grupo libre como el cardinal de cualquiera
de sus bases. Los grupos libres de rango 1 son los grupos ciclicos infinitos. Por otra parte si
| X| > 2, entonces L(X) no es conmutativo, porque si x1 y x2 son elementos distintos de X,
entonces xflmgl #+ asglel.

PROPOSICION 1.102. Todo grupo es isomorfo a un cociente de un grupo libre.

DEMOSTRACION. Si X es un conjunto de generadores de G, entonces el tinico morfismo
o L(X)—> G

que extiende a la inclusién canénica de X en G es sobreyectivo. Asi, por el primer teorema
del isomorfismo, G ~ L(X)/ ker ¢. O

13.2. Presentaciones

Si G = L(X)/N es un cociente de un grupo libre L(X) por un subgrupo normal N, de-
cimos que G es el grupo generado por los elementos de X, sujetos a las relaciones dadas por
los elementos de N, los cuales son las palabras reducidas

€1 €n
a1 xan

T
de L(X), que se convierten en 1 al pasar al cociente. Decimos que un subconjunto R de
N es un conjunto de relaciones para Gy que (X, R) es una presentacion de G, si N es el
subgrupo normal de G generado por R. Ademads, en este caso escribimos G = (X|R). Por
la Proposicién 1.102, todo grupo tiene una presentacién, o es isomorfo a uno que la tiene.

Un grupo es finitamente presentado si es isomorfo a un grupo (X|R), con X y R finitos. Por

razones estéticas escribiremos (x1,...,Zy|p1,...,pm) en lugar de ({z1,..., 2, }{p1,. -, Pm})-
Si G = (x1,...,Zn|p1,...,Pm), entonces también decimos que G es el grupo con generadores
T1,...,Ty sujetos a las relaciones p1 = 1,...,p, = 1. Recordemos que para cada grupo

cociente G/N un de un grupo G y cada elemento g € G, el simbolo [g] denota a la clase de g
en G/N.

EJEMPLO 1.103. (z|0) ~ Z.

EJEMPLO 1.104. Por las propiedades universales del grupo libre y del cociente, hay un
unico morfismo
p: (z|z"™) = Zn,
que envia x a 1. Dado que p es sobreyectiva y (z|x™) tiene a lo sumo n elementos, p es un
isomorfismo y, en consecuencia, (x|x™) es un grupo ciclico de orden n.

EJEmMPLO 1.105. Por la propiedades universales del grupo libre y del cociente, hay un
unico morfismo
p: (1, mo|a]t, 2h2 wywen oyt = Ly X Loy,
que envia 1 a (1,0) y x2 a (0,1). Usando que
1] = [w2]"2 = [w1][wo] 1] M) =1

es fdacil probar que el conjunto subyacente del grupo <w1,372]3371“,:1;32@1372:51_1372_1) es

{[z1)' 22 1 0<i<m y0<j<mol}.
En consecuencia,

’<$1,1‘2’$?1,1‘32,$11‘2x1_1$2_1>’ < ning.
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Como p es sobreyectivo y | L, X Zin,| = ning, esto implica que
ni no —1,..—1\
(1, ol 252, 1202 ] Xy ) = Ly X L.

EJEMPLO 1.106. Recordemos que el grupo diedral D,, es el subgrupo de GL(2,R) generado

por las matrices
[ cos@ senf (1 0
T 7\ —sen6 coso ¢ y=\o -1)°

1

donde 0 = 2w /n con n > 1. Como z" = y? = yry 'z = 1 hay un unico morfismo

p: <x1,x2|x?,x%,x2x1x51x1) — D,
que envia 1 a * Yy T2 a y. Dado que

[21]" = [22]? = [wa][aa][wa] "Har] = 1,
el conjunto subyacente del grupo (:Ul,:c2|:z71‘,:c%,x2x1x2_1x1> es

{17 [x1]7 SRR [xl]n_lv [372], [,731”%'2], R [xl]n_l[xQ]}

Y, en consecuencia,
n .2 —1
|(z1, x2|2T, x5, xox125 " 21)| < 2n.
Como |Dy,| = 2n y p es sobreyectivo, de esto se sigue que

(21, 2|2, 23, Tox125 tay) = Dy,

EJEMPLO 1.107. Recordemos que el grupo cuaternionico generalizado Hy es el subgrupo
de GL(2,C) generado por las matrices

(w0 (0 1
xXr = O w_]_ € y_ _1 0 bl

1

w/n conn > 1. Dado que ™ = y? e yry~* = 21, hay un dnico morfismo

donde w :=e
. n,_—2 -1
p: (z1, x2|2V 2y %, w15 1) — Hp\

que envia x1 ¢ x Yy x2 ay. Usando las igualdades

(1] = [22)®  y  [wo][m]we] " = [21] 7,

y razonando como en el Ejemplo 1.27, es fdcil probar que [x1])*" =1. Es evidente ahora que el

congunto subyacente del grupo (x1, x2|x’fx52,$2x1m51x1> es

{L o], [ o, )] [20]20 7 2]}

En consecuencia,
n,,—2 -1
[(z1, zalatxy *, momizy " 21)| < 4n
y, por lo tanto, como |Hy| = 4n y p es sobreyectivo,

(21, x2|x’fx52, :nglx;l:cﬁ ~ H,.

OBSERVACION 1.108. En los 4ltimos dos ejemplos solamente se usaron las relaciones que
satisfacian x ey, nunca que eran matrices. De hecho, los argumentos dados prueban que todo
grupo de orden 2n generado por un conjunto {z,y} de dos elementos que satisfacen z™ =1,
y? =1 eyxy~! = 27! es isomorfo a <x1,x2|x?,x%,x2x1x51x1>, y todo grupo de orden 4n
generado por un conjunto de dos {x,y} elementos que satisfacen 2™ = y* e yzy=! = 271 es
isomorfo a (x1, acﬂ:c?xf, xgxlxglxl).
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EJEMPLO 1.109. Es trivial que para todo divisor v > 1 de n, el cociente D, /(z") estd ge-
nerado por los elementos [x] e [y] sujetos a las relaciones [z]" = [y]? = [y][z][y] ' [z] =1, ¥
que su orden es 2r. Por lo tanto D, /{x") es isomorfo a D,.

EJEMPLO 1.110. Razonando como en el ejemplo anterior se comprueba facilmente que,
para todo divisor r > 1 de n, el cociente Hy, /(z") es isomorfo a H,.

OBSERVACION 1.111 (Descripcién de conjuntos de homomorfismos). Por la propiedad
universal de los grupos libres, para cada grupo G y cada conjunto X, la aplicacion

6: Hom(L(X),G) — G~
que cada morfismo [ le asigna su restriccion fix a X, es biyectiva. Por ejemplo, si (x) es un
grupo ciclico infinito, entonces
0: Hom((z),G) — G
es la funcion biyectiva dada por 6(f) = f(x). Ahora, por la propiedad universal del cociente,
si R={r;:i €I} es una familia de elementos de L(X), entonces la aplicacion

f: Hom(L(X)/(R),G) — G,
definida por 0(f)(x) = f([z]), es inyectiva, y su imagen es el conjunto de todas la funciones
h: X — G tales que para cada i € I, reemplazando en r; cada x € X por h(x), se obtiene el
elemento neutro de G. Por ejemplo, si (x) es un grupo ciclico de orden n, entonces

Hom({(z),G) ~{a € G :a" = 1}.
Similarmente,

Hom(D,,,G) ~ {(a,b) € G x G: a" =1, =1 ybab 'a =1}

Hom(H,,G) ~ {(a,b) € G x G: a"b? =1 ybab la=1}.

EJEMPLO 1.112. Consideremos n,m € IN mayores que 1 tales que n es un multiplo impar
de m y escribamos H, = (x,y) y H,, = (Z,y) donde x, y, T y y satisfacen

M=yt eyl =2l F =gy gy =3

Como n/m es impar,

= (@R = ()R =
y, por lo tanto, existe un morfismo sobreyectivo w: Hy, — Hy, tal que n(z) =z y 7(y) = §.
Es facil ver que el micleo de este morfismo es (x*™). Dejamos los detalles de esto tltimo al
lector.

EJempLO 1.113. Consideremos un grupo ciclico C,, := (x) de orden n. Por la Observa-
cion 1.111, para cada © > 0 hay un morfismo
v;: Cp, — C),

tal que vi(x) := z*. Como v;(27) = 27 = 1 si y sélo si ji es muiltiplo de n, el niicleo de v; es
(2" (D) donde, como en el Ejemplo 1.26, el simbolo (n : i) denota al mdzimo divisor comain
de n ei. En particular v; es un automorfismo si y sdlo si i es coprimo con n. Por lo tanto la
aplicacion

¢: Aut(Cy) — U(Zy,)

definida por ¢(f) := 1 si f(z) = x' es una biyeccion que claramente es un morfismo de grupos.
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EJEMPLO 1.114. Recordemos que el grupo diedral D, estd generado por dos elementos x
e y sujetos a las relaciones ™ =1, y> =1 eyzy 'z =1, y que

Dy ={l,z,....2" gy, zy,..., 2" 1y}

Supongamos que n>2 y que f € Aut(D,,). Como los drdenes de x y f(x) coinciden, necesaria-
mente f(z) = a2 con 0 <i < n ei coprimo conn. Asi f define por restriccion un automorfis-
mo de (). En consecuencia existe 0 < j < n tal que f(y) = x7y. Por lo tanto queda definida
una aplicacion inyectiva

¢: Aut(D,,) — Zyp x U(Zy,),

tal que ¢(f) := (j,4) si f(y) = 2’y y f(x) = 2°. Se sigue facilmente de la Observacion 1.111
que ¢ también es sobreyectiva. Supongamos ahora que g es otro automorfismo del grupo D,

y que g(z) = 2 y g(y) = 27'y. Como

i'j+j’

9(f(2)) = g(a") = g(x) ="y g(f(y) = g(z’y) = g(x)gly) = a"Ia?y = 2"y,

es evidente que ¢ se convierte en un isomorfismo de grupos si definimos el producto en el
codominio de ¢ por (§',i')(j,1) :== ('3 + j', 7).

EJEMPLO 1.115. Recordemos ahora que H, es un grupo generado por dos elementos x,y
sujetos a las relaciones ™y 2 =1 e yzy 'z =1 y que

HTL = {]‘7:1;7 R 7x2n_17y7 xy? R 7$2n_1y}'

Supongamos que n > 2. El mismo razonamiento que el realizado en el ejemplo anterior mues-
tra que hay una biyeccion

¢: Aut(H,) — Zon x U(Zay),

tal que ¢(f) := (4,1) si f(y) = 27y y f(x) = 2, y que ¢ se convierte en un isomorfismo de
grupos si definimos el producto en el codominio de ¢ por (5',i)(j,4) := (V'3 + j',1'1).

Terminamos esta secciéon mostrando que los grupos diedrales aparecen naturalmente como
subgrupos de grupos finitos.

TEOREMA 1.116. Si G es un grupo finito, x,y € G tienen orden 2 ey ¢ {x,x~1}, entonces
(x,y) ~ D,,, donde n es el orden de yzx.

DEMOSTRACION. Escribamos s = yz. Como

1

¥ =1, ysy ls=yyry lyz=2>=1 y (2,9) = (s5,9),

se sigue de la Observacién 1.108, que para probar el teorema es suficiente ver que |(z,y)| = 2n.
Ahora bien, debido a las relaciones que aparecen arriba

n—1

_17yasya-"75 y}a

(s,y) ={1l,s,...,8"
y, en consecuencia, (s,y) tiene a lo sumo 2n elementos. Asi, por el teorema de Lagrangre,
para terminar la demostracién serd suficiente ver que el subgrupo de n elementos (s) de (s, y)
es propio, lo que es consecuencia inmediata de que |z| = |y| = 2 y de que un grupo ciclico no
puede tener dos elementos de orden 2. O
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14. Producto directo

Ahora vamos a estudiar una construccién, llamada producto directo de grupos, que es la
manera més simple de obtener un nuevo grupo a partir de otros. Comenzamos considerando el
producto directo interno, que nos da la forma mas sencilla en que un grupo puede recuperase
a partir de varios de sus subgrupos. Luego introducimos las nociones de producto directo y
producto directo restringido, y estudiamos algunas de sus propiedades y como se relacionan
estas construcciones con el producto directo interno.

14.1. Producto directo interno

Consideremos un grupo G y subgrupos Gfi,...,G, de G. Decimos que Gy --- G, es pro-
ducto directo interno de G1,...,Gy si cada g € Gy --- G, se escribe de manera Unica como
un producto

g=49g1--gn
con g1 €Gy,...,gn €Gpy
(8) (91 9n)(91" " 9n) = 9191 G

para todo g1,9] € G1,...,9n, 9, € Gn. Es claro que si G; ---G,, es producto directo interno
de G1,...,Gy, entonces G - -+ G, es un subgrupo de G'y que g;9; = gjg; para cada g; € G;
y gj € Gj, con i # j. En consecuencia G --- G, es producto directo interno de Gy, ..., Gy,
para todo o € S;, y G; <G - - - Gy, para todo i. Notemos también que las inclusiones candnicas
ti: G; = G1--- Gy y las aplicaciones m;: G1 - - - G,, — G}, definidas por m;(g1 - gn) = gi, son
morfismos de grupos, y que

n
g=[[uomls)
i=1
para cada g € G.

TEOREMA 1.117. Consideremos subgrupos normales G1, . ..,G, de un grupo G. Por bre-
vedad, denotemos con Gy a G1---G;---Gy. Son equivalentes:

1. G1---Gy es producto directo interno de G, ...,Gy.
2. Nt Ge=1.
3. G;NGy=1 para todo 1.
4. GiN(Gy1...Gi—1) =1 para todo i > 1.
5 Sil=g1---gn con g € G1,...,9n € Gy, entonces g1 =+-- =g, = 1.
DEMOSTRACION. 1) = 2) Es trivial.
2) = 3) Porque G; C (), Gy
3) = 4) Es trivial.
4) = 5) Supongamos que el item 5) es falso. Entonces hay un minimo j > 1 tal que existen
g1 € Gy,...,g9; € Gj con g;l = g1---gj—1 # 1. Pero esto contradice el item 4).

5) = 1) Veamos primero que G;NG; = 1 cuando i # j. Para ello podemos suponer que i < j
y observar que si x € G;NG; = 1, entonces 1 = zrt € G;Gj, debido a lo cual, por hipétesis,
x = 1. Notemos ahora que g;g; = g;9; para cada g; € G; y g; € G con i # j, porque
9i(9j9; '9; ") = (9igjg; Ng; ' € GinGy =1
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Pero entonces
g1 gn=h1-hy = gihi o gahy ' =1= g1 =hy,... g0 = hn,

para todo g1, h1 €G1,. .., gn, hn €G,, vy ademds la multiplicacién de G esta dado por la fér-
mula (8). O

Ejempro 1.118. Consideremos n € IN impar y mayor que 1 y Do, = (x,y) donde x e
y satisfacen 22" = y? = 1 e yxy~' = 27t Como (2%,y) N (z"™) = 1 y (22,) y (2™) son
subgrupos normales de Dasy,, se sigue del teorema anterior que Da, es el producto directo
interno de (x2,y) y (™). Notemos que (x2,y) ~ D,, y (z") ~ Zs.

14.2. Producto directo

El producto directo [ [;.; G; de una familia de grupos (Gj);er, es un grupo via la multiplica-
cién coordenada a coordenada. Esta operacion estd definida adrede para que las proyecciones
canénicas m;j: [[,.; Gi — G sean morfismos de grupos. Cuando no haya posibilidad de confu-
sién escribiremos [ G; en lugar de [];.; G;, y también haremos muchas otras simplificaciones
similares sin prevenir antes al lector, cuando resulte evidente que pueden realizarse sin riesgo
de perder claridad en la exposicién. Ademds, siguiendo una costumbre bien establecida escri-
biremos G X --- X G, en lugar de Hz’e]ln G, donde I, denota al conjunto de los primeros n
nimeros naturales.

El producto directo tiene la siguiente propiedad universal:

- Para cada familia (f;: G — G;);er de morfismos de grupos, existe un tinico morfismo
f: G — ][] G; tal que para cada j € I el diagrama

conmuta.

Claramente f(g) = (fi(g9))ier y kerf = (Nker(f;). Una manera equivalente de establecer la
propiedad universal de [[ G; es diciendo que, para cada grupo G, la correspondencia

Hom (G, [[ Gi) — [[ Hom(G, G;)
fr—"——=(mio ficr

es biyectiva. Es facil ver que si los G;’s son conmutativos, entonces ¥ también es un morfismo
de grupos.

OBSERVACION 1.119. Consideremos subgrupos normales G1,...,Gy de un grupo G. Co-
mo en el Teorema 1.117, escribamos G5 := G1---G;---Gy. Por la propiedad universal del
producto, las proyecciones candnicas w: G — G /G5 inducen un morfismo

G il G/G; x---x GGy,

cuyo nicleo es 'y G;. Afirmamos que 7 es sobreyectivo si y sélo si G1---G, = G. En
efecto, si se satisface esta condicion, entonces para cada ([g1], ..., [gn]) € G/G7x---x G /Gy,
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existen g;; € G; para 1 <1i,j < n, tales que g; = g1 - - - gnj para todo j. En consecuencia

(911" Gnn) = (ﬂ'i(gll)v oy Ta(gnn)) = ([g91]; - -+ [gnl)-
Reciprocamente, si ™ es sobreyectivo, entonces para cada g€ G hay un € G tal que

w(z) = ([g],1,...,1).

En particular g~ € G7 y x € G5 y, por lo tanto, existen

92€Ga,....0n€Gn Yy g1 €G1,g5€Gs,...,9,€Gy
tales que g = g2+~ gn y T = g195- - g}, Pero entonces

9=91959n92" 9gn € G1G3 -+ GpGa- - Gp = G1 -+~ G,

donde la ultima igualdad vale porque G;G; = G;G; para todo i, j, debido a la Observacion 1.50.

COROLARIO 1.120. El morfismo 7 es biyectivo si y solo si G es producto directo interno
de Gl,...,Gn.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 1.117 y de la Observacién 1.119. g

PROPOSICION 1.121. Para cada familia (f;: H; — Gi)icr de morfismos de grupos, eriste

un unico morfismo

HHz‘ I1f: HGi

-, )

J
H; Gj

tal que los diagramas

conmutan.
DEMOSTRACION. Se sigue de la propiedad universal de [] G;. O

Es facil ver que

(T1#) (ier) = (fiha)yier. ker(T]#) = [Txex(£) e tm([T ) =TT tm(s)-

OBSERVACION 1.122. La correspondencia introducida en la Proposicion 1.121 tiene las
siguientes propiedades:

1. [Tidn, = g, -
2. Para cada par de familias de morfismos de grupos (fi: H; — L;)icr y (gi: Li — Gi)icr,
(H gi) o (H fi) =[Iio fi).

OBSERVACION 1.123. Si H; < G; para todo i € I, entonces la familia de los epimorfismos
candnicos m;: G; — G;/H;, induce un morfismo sobreyectivo

[1m: G
NG ——=1II ﬁi
cuyo nicleo es [[ H;. Por consiguiente,
[1G: H Gi
[1H; L H
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14.3. Producto directo restringido

El producto directo restringido de una familia de grupos (Gj)icr, es el subgrupo | |;c; G;
de [[ Gi formado por todos los elementos con soporte finito. Esto es:

|_|Gi = {g € HGi : g; = 1 salvo para finitos indices i € I} .

Las restricciones a | | G; de las proyecciones candénicas son morfismos de grupos, y son impor-
tantes, pero hay otros morfismos relacionados con el producto directo restringido, que lo son
aun mas. Se trata de las inclusiones candnicas v;: Gj — | |G, definidas por

1 sii#j,
1i(g9)i == 0
g sii=j.

Es evidente que

mj(tj(9)) = g paratodo j € I 'y g € Gy,
mi(5(g

- 1i(9i)tj(95) = tj(g5)ti(gi) para todo i,j € I distintos, g; € Gi y g; € Gj,
- [Tei(mi(g)) = g para todo g € | | Gi.

)
)

)
) = 1 para todo i, j € I distintos y g € G,

El producto directo restringido también tiene una propiedad universal, y la importancia de
las inclusiones candnicas tiene que ver con esto. Recién vimos que las imagenes de inclusiones
canénicas distintas ¢; y ¢; conmutan entre si. La familia (¢;);cr es inicial entre las que satisfacen
esta condicién. Dicho de otra forma, tiene la siguiente caracteristica:

- Para cada familia morfismos de grupos (¢;: G; — G);es tal que

©i(9i)¢;(95) = v;j(95)pi(gi) para todo 4, j € I distintos, g; € G; y g; € Gj,

existe un unico morfismo de grupos ¢: | |G; — G tal que para cada j € [ el diagrama

G

o
! ®

Gj ! LIG:

conmuta.
En efecto, si ¢ existe, entonces forzosamente

o(9) = ¢ ([T ui(mi90) =TT #i(mi o).
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para cada g € | |G;. Asi pues s6lo debemos probar que la férmula ¢(g) := [[ vi(mi(g)) define
un morfismo de grupos que tiene la propiedad requerida. Pero

= [[ #i(mi(gg)

= [[wi(ri(9)mi(d")

= [T ei(mi(9)pi(mi(g))

= (H %(m(g))) (H %(m(d)))

= ¢(9)e(d)
para todo ¢,¢" € | |Gy, ¥y

wou(g H% 7i((9))) = ¢;i(9)
para cada g € G;. La propiedad universal de | |G; dice que para cada grupo G, la funcién
W Hom<|_| GZ-,G) — HHom(Gi,G),
definida por ¥(p) := (v ot;)ier, es inyectiva y su imagen es
{(%‘)iel e [[Hom(Gi, G) : n(gn)er(gr) = or(gr)on(gn) ¥ gn € Gn 'y g € Gy con h # /f} :
el

En particular, cuando G es conmutativo, ¥ es biyectiva, y es facil ver que, en este caso, es un
isomorfismo de grupos.

PROPOSICION 1.124. Para cada familia (p;: H; — G;)icr de morfismos de grupos existe

un unico morfismo
|_| ©;: |_| Hi — |_| Gl

tal que los diagramas

®;
Hj G
|- g
Llwi
|| H; LI G;
conmutan.
DEMOSTRACION. Por la propiedad universal de | | H;. O

Es obvio que

(|_| @z) gi)ier) = (pi(9:))ier, kelf(|_| @i) = | Jker(¢i) e Im(|_| Sﬁz‘) = | |tm(s).

OBSERVACION 1.125. La correspondencia introducida en la Proposicion 1.124 tiene las
siguientes propiedades:

1. | idg, = id) g, -
2. Pra cada par de familias de morfismos de grupos (¢;: Hi — L;)icr y (¥i: Li — Gi)ier,

<|_| %’) o (I_l <Pz'> = || @iowi).
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OBSERVACION 1.126. Si H; <G; para todo i € I, entonces la familia de las epimorfismos
candnicos m;: G; — G;/H;, induce un morfismo sobreyectivo

L G;
UG —— ik

cuyo nicleo es | | H;. Por consiguiente,

UGi | L] Gi
e “H
EJERCICIO 1.127. Pruebe que un elemento g € | |G; tiene orden finito si y sdlo si cada

una de sus coordenadas g; lo tiene, y que el orden de g es el minimo multiplo comin de los
ordenes de sus coordenadas.

OBSERVACION 1.128. Supongamos que G1,...,Gy son subgrupos de un grupo G. Es facil
ver que la funcion

Gix:xGp——>G
(915 gn) ——=g1" " gn
es un morfismo de grupos si y sélo si y que los elementos de G; conmutan con los de G; para
todo i # j. Es obvio ademds que, en este caso, vale lo siguiente
-ker¢ ={(g1,-..,9n) €EG1 X -+ X Gy 191 - gn =1},
-Im¢ =Gy -Gy,
- 81 ¢ es biyectivo, entonces la composicion o, del isomorfismo w introducido en la

Observacion 1.119, con s, identifica al subgrupo 1;(G;) de G1x-+-xX Gy, con el subgrupo
Li(G/G;) de (G/G7) x - x (G/GR).
PROPOSICION 1.129. Si G, ..., Gy, son subgrupos de G, entonces son equivalentes:
1. Gy---Gy, es producto directo interno de Gy, ...,Gy.
2. La funcion¢: Gy x---x Gy — G, definida pors(gi,...,9n) = g1 gn, €S un morfismo
inyectivo de grupos.
DEMOSTRACION. Se lo comprueba inmediatamente a partir de la definicién de producto

directo interno. O

COROLARIO 1.130. Supongamos que Gi,...,G, son subgrupos normales finitos de un
grupo G y que los elementos de G conmutan con los de G para todo i#j. Si |G| es coprimo
con |G| siempre que i # j, entonces la aplicacion

¢: Gy x -+ x Gy — G,
definida por <(g1,...,9n) = g1+ gn, €S un morfismo inyectivo de grupos. Ademds s es un
isomorfismo si y sélo si |G| = |G|+ |Gyl
DEMOSTRACION. Por la Proposicién 1.42 sabemos que
|G1 -+ Gi—1] divide a |G1|- -+ |Gi—1]

y, por lo tanto, es coprimo con |G;|. En consecuencia G; N (Gy---Gi—1) = 1. Por el Teore-
ma 1.117 y la Proposicién 1.129, esto implica que ¢ es un el morfismo inyectivo de grupos.
Ahora es obvio que es sobreyectivo si y sélo si |G| = |G1] - - - |G- O
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Recordemos que la funcién ¢: IN — IN de Euler introducida al comienzo de la Seccién 9
asigna a cada nimero natural el cardinal del conjunto de los enteros no negativos menores
que el y coprimos con el.

COROLARIO 1.131. Sin =1rs conr,s € IN coprimos, entonces ¢p(n) = ¢(r)o(s).

DEMOSTRACION. Consideremos un grupo ciclico (g) de orden n. Como, por el Corola-
rio 1.130, la aplicacién

@
{9") x (g°) ——(9)
(gru7 gsv) gru+sv
es un isomorfismo, basta observar que

TU

(g™, g°") genera (¢") x (¢°) < (¢"", ¢°") tiene orden n

& g™ tiene orden s y ¢°Y tiene orden r
& g genera (¢") y g** genera (g°);

y que ¢(n), ¢(r) y ¢(s) son la cantidad de generadores de (g), (¢°) y (¢"), respectivamente. [J

EJjercicio 1.132. Supongamos que H y L son dos subgrupos normales distintos de un

grupo G. Pruebe que si H es simple y tiene indice 2 en G y L no es trivial, entonces |L| = 2
yG~HXxL.

Nota 1.133. Si (Gi)ier es una familia de subgrupos de un grupo G y los elementos de
G; conmutan con los de G para todo i # j, entonces por la propiedad universal del producto
restringido hay un unico morfismo

0: | |Gi— @
i€l

tal que 0o ; es la inclusion candnica de Gj en G para todo j € J. Cuando 0 es inyectivo
decimos que los G;’s estan en producto directo interno restringido y denotamos también con
|| G; a la imagende 0. Es facil ver que esto sucede si para cada subconjunto finito {i1,...,in}
de I, el subgrupo Gy, ---G;, de G, es el producto directo interno de G;,,...,G;, . En el caso
en que todos los grupos involucrados son aditivos se suele decir suma directa y suma directa
interna en lugar de producto directo restringido y producto directo interno restringido, respec-
tivamente, y se suele usar el simbolo @ en lugar del simbolo | | (tanto para la suma directa
como para la suma directa interna,).

14.4. Morfismos entre productos directos finitos de grupos

Para cada par H := (Hy,...,H,) y K := (Kj,...,K;) de familias finitas de grupos,
denotamos con el simbolo Mg Xr(Hom(H, K)) al conjunto de todas las matrices

11 .-+ Sy
)=1: "~ [
Ss1  «++  Ssr
con g;; € Hom(Hj, K;), tales que
Gij(h)sij (B') = 6;jr(R)sij(h) para todo i, j # j', h € Hj y h' € Hj.
Si H = K escribiremos M, (End(H)) en lugar de MSXT(Hom(H, K))
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PROPOSICION 1.134. La aplicacion
0: Mgx,(Hom(H,K)) - Hom(H; X -+ X Hy, Kj X -+ X Kg),
definida por

0(sij)(hi, ..., he) = (H §1j(hj),---»H<sj(hj)>,

es biyectiva.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata de las propiedades universales del pro-
ducto directo y el producto directo restringido. Més atin, es facil ver que §71(¢) es la matriz
(mjogou;), donde

Lj:Hj—>H1><‘--XHr y 7TZ':K1><"-XKS—>KZ‘
son los morfismos candnicos. OJ

Si escribimos los elementos de
Hy x---x H, y Ky x- - x K
como vectores columna, entonces 0(s;;)(h1, ..., h,) es calculado por el producto de matrices

S11 .- Sir h1 sii(h1) - - sir(hy)
(9) oo = :

Gsl --- Ssr h §51(h1) T gsr(hr)

Notemos que en cada fila de la matriz columna del lado derecho de la dltima igualdad, las
sumas que aparecen usualmente al efectuar el producto de las matrices de la izquierda han
sido reemplazadas por productos. Esto se debe a que la operacién en cada uno de los Kj es
denotada multiplicativamente.

S

Cuando los K; son grupos abelianos, entonces cada uno de los Hom que aparecen en la pro-
posicién anterior también lo son, via la suma de morfismos introducida en la Proposicion 1.72
y, en este caso, 6 es un isomorfismo de grupos abelianos si consideramos a M, (Hom(H, K))
como un grupo via la suma usual de matrices.

Consideremos ahora otra matriz

Y11 ... Pis
: € Mixs(Hom(K, L)),

Pt ... Pts

donde L := (Ly,..., L) es otra familia finita de grupos y definamos

Vi Hy — L paral <:<tyl<j<nr,
por

Yij(h) == (pi1 0 615)(h) - - - (pis 0 Ss5) (h) para h € Hj.
Afirmamos que
Yij(R)Yijr (R') = iy (W)ij(h)  para todo i, j < j', h € Hjy ' € Hy,
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yque
Yir ... Y1 h1 O .- Pls S11 .- Sir hi

{27 T Dy wt1r .- Pts Ss1 -+« Ssr hy.
En efecto lo primero se sigue facilmente de que
@ik(skj(h)) conmuta con @i (srr7(h'))  para todo (5, k') # (j,k), h € Hj y h' € Hy,

lo cual es evidente si k # k' y en otro caso vale pues

ir(skj (W) pir(sky (') = @ik (kg (M)skgr (B) = @ik (sjr (W)ski(h)) = @ik (kg (B))pin(sij ()
mientras que lo segundo sale por cédlculo directo.
Es natural ahora escribir

Y1 .. Y1y 011 .. P15\ [S11 .- Sir
(10) T : : : :
(S Ptr - Pts sl --- Ssr
Si los L; son grupos abelianos y denotamos aditivamente tanto la operaciéon de cada uno de

ellos como la de los grupos Hom (K}, L;) y Hom(H;, L;), entonces el producto de matrices (10)
toma el aspecto habitual.

15. Producto semidirecto

Por el Teorema 1.117 de la Seccién 14 sabemos que un grupo G es producto directo interno
de dos subgrupos N y H si y solo si cada g € G se escribe de manera tinica como un producto
g=mnhconn € NyheH,ytanto N como H son subgrupos normales de G. Debilitando
el ultimo requisito se obtiene la nocién de producto semidirecto interno, que consideraremos
ahora. Luego de estudiar con algtin detalle esta contruccién, y motivados por el entendimiento
de su estructura, introduciremos la nocién de producto semidirecto, y estudiaremos algunas
de sus propiedades y las relaciones con la version interna.

15.1. Producto semidirecto interno

Consideremos dos subgrupos N y H de un grupo G. Decimos que G es producto semidirecto
interno de N con H si N <G y cada g € G se escribe de manera tinica como un producto
g=mnh,conn € Ny h e H. Es ficil escribir la multiplicacién de dos elementos nh y n'h’ de
G expresando el resultado en términos de la descomposicion G = N H. En efecto, como N es
un subgrupo normal, hn’h~t € N para cadan’ € N y h € H, por lo que la férmula

(11) (nh)(n'h) = nhn'h~hh

da la expresién deseada. De esta igualdad se sigue inmediatamente que la inclusién candnica
tg: H — Gy la funcién mg: G — H, definida por g (nh) := h, son morfismos de grupos.
Ademds 7 ovy = idy v el nicleo de 7wy es la inclusiéon candnica cy: N — G.

TEOREMA 1.135. Consideremos un grupo G y subgrupos N y H de G tales que G = NH.
Son equivalentes:

1. G es producto semidirecto interno de N con H.
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2. NaGyNNH=1.
8. NaG ysil=nhconneN yhe H, entoncesn=h=1.

DEMOSTRACION. 1) = 2) Es trivial.
2) = 3) Sil=nhconn € Nyh€c H,entonces h™' =n &€ NNH y, por lo tanto, n = h = 1.
3) = 1) Sinh =n'h', entonces n~'n'h’h~! =1y, por consiguiente, n='n’ = 'A~1 =1. O

EJERCICIO 1.136. Supongamos que N y L son subgrupos de un grupo G con L no contenido
en N. Pruebe que si N tiene indice 2 en G y L es simple, entonces |L| =2 y G es el producto
semidirecto interno de N y L.

Si G se descompone como producto semidirecto interno en la forma G = N H, entonces,
para cada h € H la aplicacién

N M N

n+—> hnh™!

es un automorfismo. Ademads la funcién ¢: H — Aut(N), obtenida de este modo, es un
morfismo y, con estas notaciones, la férmula (11) se escribe

(nh)(n'B') = nc(h)(n')hh'.

Esto justifica la construccion que sigue.

15.2. Producto semidirecto

Consideremos un morfismo de grupos
¢: H — Aut(N)

y escribamos h -c n en lugar de ¢(h)(n), o incluso h - n si ¢ estd claro. Con estas notaciones,
que ¢(h) sea un morfismo de grupos significa que

h-(mn')y=(h-n)(h-n') vy h-1=1 para todo h € H y n,n' € N,
y que lo sea ¢ se traduce en que
(hh'y-n=h-(k'-n) y 1-n=n  paratodo h,h’ € Hyne N.
Notemos que las condiciones h-1 =1y 1-n = n son redundantes.
PROPOSICION 1.137. El producto cartesiano N x H, dotado de la multiplicacion
(n,h)(n', 1) := (n(h-n'),hl)),
es un grupo. El neutro es (1,1) y el inverso de un elemento (n,h) es (h=1-n=1 A1),

DEMOSTRACION. Comprobemos primero que la multiplicacién es asociativa. Para ello
debemos mostrar que para cada (n,h), (n’,h') y (n”,h”) en N x H, los elementos

((n, h)(n', W) (0", 0"y = (n(h-n"),Rh )", ") = (n(h - n")((RK') - "), Rh'h")

(n, ) (0, W) (", W) = (o ) (B - "), R = (- (! (B - 0")), W),
coinciden. Pero esto es cierto, porque
B /(") = (hen)(h- () = (b ) () - ).
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Por la Proposicién 1.12, para terminar la demostracién es suficiente ver que (1, 1) es neutro
a izquierda de N x. H y que (h=!-n~!, h™1) es inverso a izquierda de (n, h), pero

(1,1)(n/,h") = (1(1-n),10") = (0, )
y
(=" n R (k) = (B n ) (R n), B h) = (k71 (n7 1), 1) = (1,1),

como deseamos. O

Fijados grupos N, H y un morfismo ¢: H — Aut(N), llamamos producto semidirecto de
N y H asociado a s,y designamos con N x¢ H, al grupo construido en la proposicién anterior.

PROPOSICION 1.138. FEl producto semidirecto tiene las siguientes propiedades:

1. Las funciones

Nx . H-T=H y H-—>~Nx_H
(n,h) ———nh h+———(1,h)
son morfismos de grupos, kerm = N x 1 y wos =idy.

2. N x 1 es un subgrupo normal de N x. H y la funcion

N—‘>Nx1
nt+——s (n,1)
es un isomorfismo.
1 x H es un subgrupo de N x. H
(1,h)(n,1) = (h-n,1)(1,h) para todo h € H yn € N.
(n,1)(1,h) = (n,h) para todo h € H yn € N.
(Nx1)N(I1xH)=1y(Nx1)(1xH)=N x.H.

S S S

DEMOSTRACION. Es indiscutible que 7 y s son morfismos, mos = idy, kermr = N x 1y
(N x1)N(1x H)=1. En consecuencia N x 1<N xc Hy 1x H<N x.H. Como

(n, 1)(n,1) = (n(1-n),1) = (nn, 1),
también ¢ es un morfismo de grupos. Un céalculo directo muestra que
(LAY, 1) = (hn )(L,R) vy (n1)(1,h) = (n, ),
lo que muestra en particular que (N x 1)(1 x H) = N x. H. O
COROLARIO 1.139. N x¢ H es producto semidirecto interno de N x 1 con 1 x H.
DEMOSTRACION. Por los items 2), 3) y 6) del teorema anterior y por el Teorema 1.135. [

PROPOSICION 1.140. Si un grupo G es producto semidirecto interno de un subgrupo normal
N con un subgrupo H, entonces la funcion

Nx.H-2~a,
(n,h) ———nh

donde s(h)(n) := hnh™!, es un isomorfismo.
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DEMOSTRACION. Como evidentemente 6 es bijectiva, s6lo hay que observar que, debido

a que
O((n, h)(n', 1)) = O(n(h -« n'),hh) = n(h ¢ 7' )hh' = nhn' b~ hh = nhn'h' = 0(n, h)0(n', 1),
también es un morfismo. O

OBSERVACION 1.141. Si s: H — N X H es una seccién conjuntista del epimorfismo ca-
nonico m: N xc H — H, entonces existe una aplicacion w: H — N tal que

s(h) = (w(h), h) para todo h € H.
Dado que
(w(h),h)(w (W), N ) = (w(h)(h < w(k)),hk’) para todo h,h' € H,
la aplicacion s es un morfismo de grupos si y solo si,
w(hh') = w(h)(h-cw(h')) para todo h,h' € H.
EJEmMPLO 1.142. Fijado un grupo abeliano G consideremos el morfismo
¢: Co — Aut(G),

definido por ¢(1)(g) := g y <(z)(g) := g™, donde Cy := {1,2} es un grupo ciclico de orden 2.
El producto semidirecto G X Ca es el grupo con conjunto subyacente G x Cy y multiplicacion

;b o J(dg,x%) sib=0,
(g 7‘r )(g,l‘ ) {(g/gl,xa+]_) SZ. b: 1

Es fdcil ver que si G es el grupo ciclico de orden n, esta construccion da el grupo diedral D,,.

EJempLO 1.143. Consideremos dos grupos ciclicos Cy:={(z) y Cy,:=(y) de orden n y m,
respectivamente. Como vimos en el Ejemplo 1.113 para cada 0 < i < n hay un morfismo

(o7 Cn—>Cn

que es un automorfismo si y solo si i es coprimo con n y que aplica x en z*. Notemos que
v (x) = 2", de manera que v = id si y sélo si i™ =1 (méd n), y que ademds esto implica
que i y m son coprimos. En consecuencia, nuevamente por la Observacion 1.111, existe un
morfismo

¢: Cpy — Aut(Cy)

que aplica y en v; si y solo si i = 1 (méd n). Es fdacil ver que el producto semidirecto
Cp Xc Cpy es isomorfo al grupo (x,y|z", y™, yory tx~). Para terminar, sefialemos que salvo
este ultimo punto todo lo demds sigue valiendo si reemplazamos Cy, por un grupo abeliano de

exponente finito n.

EjeMPLO 1.144. Fijemos m € IN y consideremos el grupo cuaternionico generalizado Hom
de orden 2™2. Afirmamos que Hom no es producto semidirecto de dos subgrupos propios. En
efecto, por el teorema de Lagrange todos los subgrupos no nulos de Hom tienen orden par. En
consecuencia, por la Observacion 1.34 todos tienen elementos de orden 2. Pero como vimos
en el Ejemplo 1.27, el grupo H, tiene un sdlo elemento de este orden, cualquiera sea n.
Ast, la interseccion de dos subgrupos no triviales de Hom nunca puede ser el grupo nulo, y
por lo tanto es imposible escribir Hom como producto Hom = KL de dos subgrupos propios
cuya interseccion sea el grupo nulo (observese que mo hemos asumido que ni K ni L sean
normales).
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PROPOSICION 1.145. Consideremos productos semidirectos N1 X, Hy y No X, Hy y mor-
fismos v: Hy — Hy y &: N1 — Na. Son equivalentes:

1. La funcidn
X: N1 xg Hi = No X, Ho,
definida por x(n,h) := (£(n),v(h)), es un morfismo de grupos.
2. &(h - n) =7(h) -, &(n) para todo h € Hy yn' € Ny.
3. El diagrama
Hy —> Aut(Ny)

Hy —2> Aut(Ny)

donde &, y & estan definidos por £.(C) :=&o( y £*(() := (o0&, conmuta.

Ademds, en este caso x es biyectivo si y sélo si & y v lo son.
DEMOSTRACION. La equivalencia entre los items (1) y (2) se sigue de que
X, Y, ) = Xl - 1), BE) = (& (n(h -, 7)), 7 (RE))

y

x(n, R)x(n', 1Y) = (£(n), v (R))(§(n'), v (B) = (£(n)(Y(R) -, §(n")), ¥(R)¥(R))
mientras que la equivalencia entre los item (2) y (3) es consecuencia de que

§(h g n) =&(a(h)(n) = &(a(h)(n)

y
V() -6 £(n) = c2(7(R))(€(n")) = € (s2(v(R))) ().

Para terminar, es claro que la afirmacién adicional es verdadera. ]

16. Sucesiones exactas cortas

Una sucesién de grupos y morfismos

A-f.p- Yoo

es una sucesion exacta si la imagen de cada morfismo es el nicleo del siguiente. Por ejemplo,
todas las sucesiones

D

G—2-a,
consistentes de un sélo morfismo, son exactas. Las de la forma,
11— G 2>
lo son si y sdlo si ¢ es un monomorfismo, y las de la forma

GG 1,
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si y sélo si ¢ es un epimorfismo. Una sucesion exacta corta es una sucesion exacta de la forma

(4

(12) 1 G =G el 1.

Es facil ver que este es el caso si y s6lo si ¢ es inyectiva, ¢ es sobreyectiva e Im ¢ = ker . La
sucesion exacta corta (12) es escindida a derecha si ¢ es una retraccién y a izquierda si ¢ es
una seccion.

Si hay un sucesién exacta corta de grupos como (12), decimos que G es una extension de
G’ por G".

EJeEMPLO 1.146. Si N xc H es un producto semidirecto, entonces
(13) 11— N- Nx H- 2 H—1,

donde vy y mg son los morfismos canonicos, es una sucesion exacta corta escindida a derecha.
Sic: H — Aut(N) es el morfismo trivial (esto es, si Nx H es el producto directo de N con H ),
entonces esta sucesion también es escindida a izquierda.

EJEMPLO 1.147. La sucesion de morfismos

1 Zo ——>7y ——> 7o 1,

donde v y m son los morfismos definidos por 1(1)=2 y w(1):=1, es una sucesién exacta corta
que no es escindida ni a izquierda ni a derecha.

Diremos que la sucesién exacta corta (12) es equivalente a la sucesién exacta corta

(14) 1 G L "=qGg" 1,
si existe un morfismo a: G — L tal que el diagrama

Y

1 o —.q e 1
l idG/ J{ o l idG//
1 G =L ">q 1

conmuta. Afirmamos que entonces « es necesariamente un isomorfismo. Para probarlo note-
mos primero que

alg)=1=3¢ € G' tal que p(¢') =g porque ¥(g) = moa(g) =1y (12) es exacta
=4 =1 porque :(g') = a(g) = 1y (14) es exacta
=g=9(d)=1,

y, por lo tanto, « es inyectivo. Nos queda ahora la tarea de probar que es sobreyectiva. Dado
que v lo es, para cada | € L existe g € G tal que ¥(g) = w(l), por lo que

m(a(g™ ) = m(ag™))m(l) = (g~ Hn () = 1.
En consecuencia, debido a la exactitud de (14), hay un ¢’ € G’ tal que t(g') = (gl v, asi,
= a(g)ud) = algale(d) = alge(d),
COMO queremos.
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EJErCICIO 1.148. Consideremos un diagrama conmutativo de morfismos de grupos

1 G Yo 1
ia, la la,,
1 L't -1 1

cuyas filas son exactas. Pruebe lo siguiente:

1. Si o y o” son inyectivas, entonces o también lo es.
2. Siad yad son sobreyectivas, entonces o también lo es.

De la definicién resulta evidente que la relacién de equivalencia de sucesiones exactas
cortas es reflexiva y transitiva. Ahora es claro que también es simétrica. Notemos que si dos
sucesiones como las (12) y (14) son equivalentes, entonces una de ellas es escindida a un
lado si y sélo si la otra lo es. En el Ejemplo 1.146 vimos que las sucesiones exactas cortas
asociadas a productos semidirectos son escindidas a derecha, y que si el producto es directo,
entonces dicha sucesién es escindida a izquierda. En consecuencia, toda sucesién exacta corta
equivalente a una asociada a un producto semidirecto es escindida a derecha, y también a
izquierda si el producto es directo. Nuestro proximo objetivo es mostrar que vale la reciproca,
de lo cual se seguird inmediatamente que las sucesiones exactas cortas escindidas a izquierda,
también lo son a derecha.

TEOREMA 1.149. S7 una sucesion exacta corta
(15) 1 N—~G-—"+H 1

es escindida a derecha, entonces existe un producto semidirecto N x¢ H tal que las sucesiones
exactas cortas (13) y (15), son equivalentes.

DEMOSTRACION. Fijemos una seccién s de 7. La igualdad
s(h)gg's(h)™ = s(h)gs(h)"'s(h)g's(h) ™
muestra que para cada h € H la funcién

Dy(n)

G G

g—=s(h)gs(h)™

es un morfismo de grupos, y de hecho un automorfismo, con inversa g — s(h)~gs(h). Adema4s,
P,y induce por restricciéon un automorfismo de t(N), porque

W(s(h)gs(h)_l) =hr(g)h =1
para cada g € ¢«(N). Por lo tanto, hay una tnica aplicacién ¢: H — Aut(N), tal que
t(c(h)(n)) = s(h)i(n)s(h)™' paratodo h € H y todo n € N.
Ademsds ¢ es un morfismo de grupos, porque
U(s(hh')(n)) = s(hh')u(n)s(hh)~!
)s(h')u(n)s(h ')_18(h)_1

Jols(R)(
()W) ())).
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Entonces tiene sentido considerar el producto semidirecto N x. H. Para terminar la prueba
serd suficiente mostrar que la aplicacién a: N xc H — G, definida por a(n, h) := t(n)s(h) es
un morfismo de grupos, y que el diagrama

1—>N-Y Nx . H-X- g1
\LidN ia lidH
1 N——-G—"—-H 1
conmuta. Pero las igualdades
a(n(n)) =a(n,1) =un) y  w(a(n,h)) =mr((n)s(n)) = ((n))m(s(h)) = h
muestran que lo dltimo es cierto, y las igualdades

a((n,h)(n', ")) = a(n(h-n'), k')
)

que lo primero también lo es. Il

OBSERVACION 1.150. En la demostracién del Teorema 1.149 no sélo probamos que la
sucesion exacta corta (15) es equivalente a una asociada a un producto semidirecto. Tam-
bién pudimos construir explicitamente la equivalencia. Muchas veces, cuando citemos dicho
teorema, en realidad nos estaremos refiriendo a este resultado mds preciso.

EJeEMPLO 1.151. Si G es producto semidirecto interno G = NH de un subgrupo normal N
con un subgrupo H, entonces la sucesion de morfismos

L ™
1 N G H 1,
donde v es la inclusion candnica y 7 estd dado por w(nh) := h es una sucesion exacta corta.
Por el Teorema 1.149, como la inclusion candnica de H en G es una seccion de w, el diagrama

1—= N2 Nx HXH—1

R

l—N—sG—" s H—>1

donde ¢(h)(n) := hnh™! y a es el morfismo definido por a(n, h) := nh, conmuta y, por lo tan-
to, da una equivalencia de sucesiones exactas cortas. Como el lector habrd notado, el producto
semidirecto involucrado y el isomorfismo a fueron antes obtenidos en la Proposicion 1.140.

PROPOSICION 1.152. Las sucesiones exactas cortas asociadas a dos productos semidirectos
N xq H y N xo, H son equivalentes si y solo si existe una funcion w: H — N que satisface:

(16) w(hh') =w(h)(h-w(h) y  (h-gn)wh)=wmh)(h-n),
para todo h,h' € H yn € N.
54



Teoria elemental 16 Sucesiones exactas cortas

DEMOSTRACION. Evidentemente para cada funcién x: N x, H — N X, H, la conmuta-
tividad del diagrama

1—>N- Nx  H- X H—1

o b

1—>N- Nx, H- S H—1

equivale a que existe una funcién w: N x,, H — N tal que
x(n,h) = (w(n,h),h) paratodone Ny he H
y
(17) w(n,1)=n para todo n € N.
Es facil ver ahora que
(18) x((n,1)(1,h)) = x(n,1)x(1, h) paratodone Ny he H

si y s6lo si w es de la forma w(n,h) = nw(h), donde w es una funcién de H en N. En efecto,
si esto es asi, entonces

X((nv 1)(17 h)) = X(?’L, h) = (nw(h)v h) = (n7 1)(w(h)7 h) = X(n> 1)X(17 h)v
mientras que si (18) se satisface, entonces
X(n7 h) = X((na 1)(1a h)) = X(na 1)X(17 h) = (na 1)((")(17 h)v h) = (nw(lv h)a h)a

y, en consecuencia podemos tomar a w(h) como w(1l,h). Supongamos que estamos en esta
situacién. Entonces,

x((n, h)(n', 1)) = x(n(h -, n'), k") = (n(h - n')w@(hh'), hh')

y
xX(n, B)x(n', 1) = (nzo(h), h)(W'w(h'), 1) = (nw(h)(h -, (n'@())), hh').

Por lo tanto x es un morfismo de grupos si y sélo si
(h - n")w(hh') = @ (h)(h -, (W'w(R))).
Tomando n’ =1 y ' = 1, obtenemos respectivamente que
w(hh') =w(h)(h-gw(h)) v  (hgn)w(h)=w(h)(h-q (W'o(1))).

Pero entonces, por la primera de estas igualdades w(1l) = w(1)w(1), lo que implica que
w(1l) =1y, en consecuencia, (16) se satisface. Reciprocamente si este es el caso, entonces

(h’€1 n/)w(hh/) - (h'q n/)w(h)(h'Qw(h/)> - w(h)(h'Q n/)(h’Qw(h/)) - w(h)(h‘Q (n/w(h/)))7
como queremos. O

Notemos que la primera igualdad en (16) aparece también en la Observacién 1.141. Esto
no es casualidad, se debe a que la composicion de x con la inclusién canénica de H en N xo, H
es una seccién del epimorfismo canénica 7: N x,, H — H.

TEOREMA 1.153. Si una sucesion exacta corta
(19) 1 N—“~G-—"+~H 1
es escindida a izquierda, entonces es equivalente a la asociada al producto directo N x H.
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DEMOSTRACION. Dada una retraccién v de ¢, consideremos el morfismo
(v,m):G— N x H.
Como
(v;m)ou(n) =(n,1) y mgo(y,7m)(g)=m(g9) paratodone NygegG,
el diagrama
1 N——G—"—+H 1

\LidN i(%ﬂ’) J/idH

]l — N2 NxH X2 g1

conmuta, lo que prueba el resultado. ]

17. Automorfismos interiores y subgrupos caracteristicos

Un elemento g de un grupo G es central si gh = hg para todo h € G. El centro ZG de G
es el conjunto de todos los elementos centrales de G.

OBSERVACION 1.154. Para toda familia (G;)icr de grupos,

EJEMPLO 1.155. A continuacion calculamos el centro de los grupos diedrales y cuaternio-

nicos. Recordemos que el grupo diedral D,, esta generado por dos elementos x e y sujetos a
las relaciones v" =1, y> =1 eyzy 'z =1, y que

D,={lz,....2" Ly zy, . .. "y}

Es claro que Dy es conmutativo. Consideremos el caso n > 2. Entonces 22 # 1y, asi, de la
igualdad z(z'y)z~' = 212y se sigue que x'y ¢ Z D, para ningiin i. Por otro lado, dado que

y:viy_l =g Y z' conmuta con x,
obtenemos que x* € Z.D,, si y solo si i =n/2. Por lo tanto,
D, stn =2,
ZD,=<1 st m es impar,

{1,2™2} sin es paryn > 2.

Recordemos ahora que Hy,, es un grupo generado por dos elementos x,y sujetos a las relaciones
"y 2 =1cyxy tz =1y que

H,={l,z,...,2"" Yy ay,.. . =" 1y}

b= 212y se sigue que x'y ¢ Z H,, para ningin i, y puesto que

1

De la igualdad x(x'y)x™
ymiy* =g Y z' conmuta con x,
es claro que x* € Z H,, si y sélo sii =0 oi=n. Por consiguiente, Z H, = {1,2"}.
EJERCICIO 1.156. Muestre que si f: G — G es un endomorfismo de grupos, entonces no
necesariamente f(ZG) C ZG.
EJERCICIO 1.157. Pruebe que si f: G — G’ es un morfismo sobreyectivo de grupos, enton-
ces f(ZG) CZG.
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EJERCICIO 1.158. Pruebe que si N es un subgrupo normal de H x L y
NN(Hx1)=Nn({1xL)=1,
entonces N C Z(H x L).

Para cada g € G, consideremos la funcién ®4: G — G, definida por ®4(h) := ghg~'. Es
claro que @, es biyectiva, con inversa ® -1, y la igualdad
Oy(hk) = ghkg™" = ghg~'gkg™" = @4(h)®,(k)

muestra que, de hecho, es un automorfismo, llamado el automorfismo interior de G asociado
a g. Ademas es facil ver que la aplicacién

G —2= Aut(G)

gH——®,
es un morfismo de grupos cuya imagen es el conjunto Int(G) de los automorfismos interiores
de G, y cuyo ntcleo es el centro de GG. En consecuencia Z G es un subgrupo normal de G.

Hasta ahora nos hemos limitado a repetir el razonamiento hecho en la demostracién del
Teorema 1.149. Aunque sencillo, el siguiente es el primer resultado escencialmente nuevo.

PROPOSICION 1.159. La igualdad po® o0~ = D ,(g) vale para cada p € Aut(G) yg € G.
En particular, Int(G) < Aut(G).
DEMOSTRACION. En efecto,
(po®go ) (h) = p(Py(p(h))) = (g (R)g ™) = w(g)he(g) ™" = Ryq) (h),
para todo h € G. O
Al grupo cociente Out(G) := Aut(G)/ Int(G) se lo conoce como el grupo de automorfismos
exteriores de G (aunque sus elementos no son automorfismos). Es obvio que la sucesién

P

1 7G =G Aut(G) —"= Out(G) —=1,

donde ¢ es la inclusién candnica y 7 la proyeccién al cociente, es exacta.

EJEMPLO 1.160. Consideremos al grupo diedral D,, presentado como en el Ejemplo 1.155.
Un cdlculo directo muestra que
Qi ((L‘) =z, Py (y) = x2jy’ (I)a:jy(x) =z Y (I)xjy(y) = ijy-
En consecuencia sin > 2 y ¢ es como en el Ejemplo 1.114, entonces
{(j,1):0<j<n}uU{(fn—1):0<j<n} sim es impar,
¢(Int(Dy)) = : . . : .
{(24,1):0<j<n/2yU{(2j,n—1):0<j<n/2} sin espar

Consideremos ahora al grupo cuaternionico H, presentado también como en el Ejemplo 1.155.
De la misma manera que para D,

(I)acj (:U) =, (I)xj (y> - ijya (I)a:jy(x) - x_l Y (I)zjy(y) = ijy,
Yy, en consecuencia, sin > 2 y ¢ es como en el Ejemplo 1.115, entonces

o(Int(H,)) = {(24,1): 0 < j < n}U{(2j,n—1):0<j <n}.

El siguiente es un resultado sencillo pero muy 1til.
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PROPOSICION 1.161. Si G/ Z G es ciclico, entonces G es abeliano.

DEMOSTRACION. Por hipétesis existe g € G tal que G = (g) ZG. Como
(9"h)(g"k) = g"'g"hk = g"g"kh = (9"k)(g™h)
para todo m,n € Z y todo h,k € Z G, esto implica que G es conmutativo. O

Dos elementos g y h de un grupo G son conjugados si existe k € G tal que
h=u(g) = kgh .

Como uno se obtiene del otro aplicando un automorfismo, los ordenes de g y h coinciden. La
relacién ~, definida en G por g ~ h si y sélo si g y h son conjugados, es de equivalencia y, por
lo tanto, tiene asociada una particién, cuyos elementos son las clases de conjugacion de G.

PROPOSICION 1.162. Dos elementos g, h de G son conjugados si y sélo si existen k,l € G
tales que g =kl y h = lk.

DEMOSTRACION. Para empezar kl y [k son conjugados, ya que lk = k~'(kl)k. Recipro-
camente, si g y h son conjugados y h = kgk~! = k(gk~!), entonces (gk~ ')k = g. O

EJeErcicio 1.163. Calcule las clases de conjugacion en los grupos D, y Hy,.

EJERCICIO 1.164. Pruebe que si un grupo G contiene un elemento de orden n > 1 y dos
clases de conjugacion, entonces |G| = 2.

Un subgrupo H de G es normal si y sélo si ®4(H) C H para todo g € G (es decir si
es unién de clases de conjugacion). Decimos que H es un subgrupo caracteristico de G si
w(H) C H para todo ¢ € Aut(G). Entonces p(H) = H para todo ¢ € Aut(G). En efecto,

¢ Y (H)C H= HC ¢(H).

Es evidente que todo subgrupo caracteristico de G es normal. Afirmamos que ZG es un
subgrupo caracteristico de G. Para probarlo debemos mostrar que si g € ZG y ¢ € Aut(G),
entonces ¢(g) € ZG. Pero esto es cierto, porque

e(g)h = o(g)e(e~ (1) = (g (h) = p(e~ " (h)g) = v(¢ ™' (h))e(g) = he(g),
para todo h € G.

EJERCICIO 1.165. Pruebe que todos los subgrupos de Ho son normales.

EJEMPLO 1.166. Consideremos al grupo diedral D,, presentado como en el Ejemplo 1.155.
De los cdlculos realizados en los Ejemplos 1.46 y 1.11] se sigue facilmente que si n > 2,
entonces los subgrupos caracteristicos de D,, son D,, y los subgrupos de (x). Algo similar ocurre
con el grupo H,, pero en este caso hay que usar los cdlculos realizados en los Ejemplos 1.47
y 1.115 en lugar de los realizados en los Ejemplo 1.46 y 1.114.

OBSERVACION 1.167. Puede suceder que H < L < G, pero que H mo sea mormal en G.
Por ejemplo, este es el caso cuando G = Sy, L = {id, 01,02,03}, donde o1, o9 y 03 son las
permutaciones definidas por

0'1(1):2, 0'1(2):1, 0'1(3):4, 01(4):3,
0'2(1) = 9, 0'2(2) = 4, 0‘2(3) = 1, 02(4) = 2,
03(1) = 43 03(2) = 37 03(3) = 27 03(4) = 1a
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y H = {id, 01}. Esto no ocurre si H es un subgrupo caracteristico de L. En efecto, como L<G,
para cada g € G el automorfismo interior ®, de G define por restriccion un automorfismo 1)
(no necesariamente interior) de L. Pero entonces

®y(H) =9(H) = H,

porque H es caracteristico en L. También vale que si H es un subgrupo caracteristico de L
y L un subgrupo caracteristico de G, entonces H es un subgrupo caracteristico de G. La de-
mostracion es la misma, pero en lugar de automorfismos interiores de G hay que considerar
automorfismos arbitrarios.

Decimos que un subgrupo H de un grupo G es completamente normal si o(H) C H para
todo ¢ € End(G). Claramente todo subgrupo completamente normal de G es caracteristico.
Por el Ejercicio 1.156 sabemos que la reciproca no vale. Si H C L C G es una cadena de
subgrupos con H completamente normal en L y L es completamente normal en G, entonces
H es completamente normal en G. La demostracién es similar a las dadas en la observacién
anterior.

EJERCICIO 1.168. Pruebe que si H es un subgrupo normal de un grupo finito G y |H| es
coprimo con |G : H|, entonces H es un subgrupo completamente normal de G.

PROPOSICION 1.169. Supongamos que H < L < G.

1. Si H es normal en G y L/H es normal en G/H, entonces L es normal en G.

2. 8i H es caracteristico en G y L/H es caracteristico en G/H, entonces L es carac-
teristico en G.

3. Si H es completamente normal en G y L/H es completamente normal en G/H,
entonces L es completamente normal en G.

DEMOSTRACION. Recordemos que para cada g € G denotamos con [g] a su clase en G/H.
Como @, (L/H) = ®4(L)/H y L/H es normal en G/H,

(I)g(L)/H: L/Ha

lo cual implica que ®4(L) = L. Esto prueba el item 1). Los items 2) y 3) pueden probarse en
forma similar, pero usando, en lugar de automorfismos interiores, automorfismos al tratar el
primero, y endomorfismos al tratar el segundo. ]

17.1. Subgrupo conmutador y abelianizado

El conmutador de un grupo G es el subgrupo [G, G] de G generado por los conmutadores
[9,h] := ghg~'h™L, con g,h € G. Claramente ¢([g, h]) = [¢(g), ¢(h)] para todo morfismo de
grupos ¢: G — G’ y todo par de elementos g y h de G. Por lo tanto, ¢([G,G]) C |G, G’]. En
particular, tomando G’ = G se deduce que [G, G| es un subgrupo completamente normal de G.
Al cociente G/[G, G] se lo denomina el abelianizado de G. Es un grupo conmutativo, porque
gh = [g,h]hg. En consecuencia, por el teorema de la correspondencia, si H es un subgrupo
de G que contiene a [G,G], entonces H es normal y G/H es conmutativo. Reciprocamente,
si H es un subgrupo normal de G y G/H es conmutativo, entonces [G, G| C H puesto que la
clase de [g,h] = ghg 'h~! en G/H es el elemento neutro de G/H, para todo g,h € G. Una
consecuencia de esta reflexion es que [G,G] = 1 si y sélo si G es conmutativo (lo que por otra
parte es obvio).
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Si ¢ es un morfismo de G en un grupo conmutativo G’, entonces ¢([G,G]) = 1. Por
consiguiente existe un tnico morfismo ¢': G/[G,G] — G’ tal que el diagrama

G/|G, G|

donde 7 denota a la proyeccién candnica, conmuta. Esta es la propiedad universal del abelia-
nizado de G.

Por el comentario que precede a la Proposicion 1.95, para cada morfismo de grupos
0: G =G
G

. 7 . p— / .
existe un Unico morfismo @: ca [G,GiG,] tal que el diagrama

G L G’

L
G/IG.G] — G/, ¢

conmuta. Es evidente que idg = idgq.q) y quesi ¢: G = G’y ¢: G’ — G” son dos morfismos

de grupos, entonces 1) op =Y o .

EJEMPLO 1.170. Consideremos el grupo diedral D,,, presentado como en el Ejemplo 1.155.
Vamos a determinar su subgrupo conmutador. Puesto que [x,y] = x2, el subgrupo (x2) de D,
estd incluido en [D,, D,]. Pero como (x?) es un subgrupo normal de D, y D,/{(x?) ~ D
es conmutativo, [Dy, D] = (2%). Consideremos ahora el grupo cuaternionico generalizado,
también con la presentacion dada en el Ejemplo 1.155. Como (x2) < Hy, el cociente H,/{x?)
es conmutativo y [x,y] = 22, el subgrupo conmutador de H, es (x?).

17.2. El conmutador de dos subgrupos

El conmutador [H, L], de dos subgrupos H y L de G es el subgrupo de G generado por
los conmutadores [h,l], con h € H y | € L. Es claro que [H, L] = 1 si y s6lo si los elementos
de H conmutan con los de L, que [L, H| = [H, L], y que ¢([H, L]) = [p(H), p(L)] para cada
morfismo de grupos ¢: G — G’.

PROPOSICION 1.171. Si H y L son subgrupos normales, caracteristicos o completamente
normales de G, entonces [H, L] también lo es.

DEMOSTRACION. Supongamos que H y L son normales en GG. Entonces
Oy ([H, L]) = [®4(H), Py(L)] = [H, L]

para todo g € G. Esto prueba que [H, L] es un subgrupo normal de G. Los otros casos pueden
tratarse de manera similar. ]

OBSERVACION 1.172. Si H y L son subgrupos de un grupo G y K<G, entonces [H, L] C K
si y solo si las clases en G/K de los elementos de H conmutan con las de los de L. En parti-

cular [G,H] C K siy sélo si HK/K C Z(G/K). Denotemos con H, L y [H, L] a los minimos
subgrupos normales de G que contienen a H, L y [H, L] respectivamente. Obviamente, el
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minimo K tal que [H,L] C K es [H,L]. Como [H,L] C [H, L] y, por la Proposicion 1.171, el

subgrupo [H, L] de G es normal, [H, L] estd incluido en [H, L].

Supongamos que H y L son subgrupos normales de un grupo G. Si ¢: G — G’ es un
morfismo de grupos y los elementos de ¢(H) conmutan con los de (L), entonces existe un
tnico morfismo ¢’: G/[H, L] — G’ tal que el diagrama

G/[H, L]

donde 7 denota a la proyeccién canénica, conmuta.

Consideremos ahora un morfismo de grupos ¢: G — G’, y subgrupos normales H, L de
G y H', L' de G'. Por el comentario que precede a la Proposicién 1.95, si o(H) C H' y
(L) C L', entonces existe un tinico morfismo @: ﬁ — ﬁ tal que el diagrama

G L G’

-

G/[H,I] =G/ |H, L]

conmuta. Es claro que idg = idgy(a,0) y que si p: G — G’ es como arriba y ¢: G' — G” es un
morfismo de grupos que satisface ¢ (H') C H" y (L") C L”, donde H"” y L" son subgrupos

normales de G”, entonces 1o p = 1) o p.

OBSERVACION 1.173. Para cada terna (H;)ier, (Li)ier v (Gi)icr, de familias de grupos tal
que H;, L; < G; para todo 1,

[HHHL} ~ Tz 2] v [U H|_|L} = | |l L),

EJERCICIO 1.174. Pruebe que el conmutador [—,—]: G x G — G tiene las siguientes
propiedades

1. [a,bc] = [a, blbla, c]b~! y [ab, ] = a[b, cJa™ [a, c].
2. [eac™t,[b, c]][beb™ L, [a, b]][aba™1, e, a]] = 1 (identidad de Hall).
3. bla, [b~L, b telb, [e7t, allcLale, [a7t, b]lat = 1 (identidad de Jacobi).

17.3. Subgrupos conjugados

Dos subgrupos L y H de un grupo G son conjugados si existe g € G tal que L = gHg ™.
Es evidente que los ordenes de dos subgrupos conjugados coinciden. Ademds, puesto que
gHg ' = ®,(H), se sigue del Teorema 1.90 que también coinciden sus indices. Claramente la
relacion ~, definida en el conjunto de los subgrupos de G por L ~ H si L y H son conjugados,
es de equivalencia. Los elementos de la particién asociada son llamados clases de conjugacion
de subgrupos de G. De la definicién se sigue facilmente que un subgrupo H de G es normal si
y s0lo si es el Unico elemento de su clase de conjugacion. Mas aun, para cada subgrupo H de
G, la interseccion

N=()gHg ",
geG
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de todos los subgrupos conjugados a H, es el médximo subgrupo normal de G incluido en H.
En efecto, N es normal porque

hNh™'C (VhgHg 'h™' = (| gHg ' =N,
geG geqG

para todo h € G, y N es maximal entre los subgrupos normales de GG incluidos en H, porque
si L C H es normal en G, entonces L = gLg~' C gHg™! para todo g € G. Notemos ademads
que si {g; : © € I'} es un conjunto de representantes de las coclases a izquierda de H en G (i. e.
un conjunto de elementos de G tales que gH N{g; : i € I} tiene exdctamente un elemento
para cada g € GG), entonces

N = mnggZ_l)
i€l
puesto que (g;h)H (g;h) ™! = gngi_l, paratodoi el y h e H.

OBSERVACION 1.175. Es evidente que si g es un elemento de orden 2 de G, entonces (g')
es conjugado de (g) si y sdlo si g’ lo es de g.

OBSERVACION 1.176. Supongamos que H es un subgrupo de G de indice finito n. Consi-
deremos un conjunto de representantes {gi,...,gn} de las coclases a izquierda de H en G.
Por la Observacion 1.38

n
IG/N| <[] |G/g:Hg; | = n™
=1
Esta desigualdad serd mejorada mds adelante.

17.4. El normalizador y el centralizador

El normalizador y el centralizador de un subconjunto H de G son los subgrupos
Ng(H):={9€G:gHg'=H} y Cg(H):={g9€G:ghg™! =hparatodohc H}

de G, respectivamente. Es obvio que Cg(H) < Ng(H). Ademds, si g € Ng(H) y I € Cq(H),
entonces

glg ' h(glg™") "t =gllg ' hg)l " g™ = g(g " hg)g " = h,
para todo h € H y, por lo tanto, Cg(H) <Ng(H). De las definiciones se sigue que:
1. Ca(gHg™ ') = gCq(H)g ! y Ng(gHg™!) = gNg(H)g~! para todo g € G.

2. H C Cg(H) siy sélo si los elementos de H conmutan entre si y, en ese caso, Cq(H)
es el maximo subgrupo de G en el que los elementos de H son centrales.

3. Si H es un subgrupo de G, entonces Ng(H) es maximo subgrupo de G en el que H

es normal.
4. Cq(H) = Ca((H)) y Na(H) € Na((H)).
5. Nier Ca (HZ) Ce (U ( il ) para cada familia (H;);c; de subconjuntos de G.
6. Uier Ca (HZ) CCe (N ( il ) para cada familia (H;);er de subconjuntos de G.
7. Nier Na (Hl) C Ng ( il ) para cada familia (H;);c; de subconjuntos de G.
8. Nier Na(Hi) € Ne (U;e; Hi) para cada familia (H;);e; de subconjuntos de G.
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OBSERVACION 1.177. Si (H;)ier y (Gi)ier es un par de familias de grupos, tal que H; < G;
para todo i, entonces

N (H H) = [ Ne. (), Ny, <|_| H) = | |Ne, (),
Cri, (IT#) =TI Catm) v e, (Lm) = Ca(m).

OBSERVACION 1.178. FEs evidente que si g € G tiene orden 2, entonces Cg(g) = Na((g))-
En consecuencia (g) <G si y sdlo si g € ZG.

EJErCcICIO 1.179. Calcule los centralizadores de los elementos de D,, y H,.

Decimos que un subgrupo L de G normaliza a otro subgrupo H si L C Ng(H). Similar-
mente, decimos que L centraliza a H si L C Cg(H). Es fécil ver que L normaliza a H siy
sélosi [H, L] C H y que centraliza a H si y sélo si [H, L] = 1. Supongamos que L normaliza a
H. Entonces, como H,L C Ng(H) y H es normal en N (H), el conjunto H L es un subgrupo
de Ng(H) y, por lo tanto, de G. Ademés H/(HNL)~ HL/H, porque H < HL.

OBSERVACION 1.180. Consideremos un grupo G y subgrupos H y L de G. Si L normaliza
a Hy[H,LINH =1, entonces [H, L] = 1, porque, como vimos antes, [H,L| C H. En otras
palabras, los elementos de H conmutan con los de L. En particular, st H es un subgrupo
normal de G y [G,H| N H = 1 (lo que ocurre por ejemplo si [G,G] N H = 1), entonces
HCZG.

EJErciciO 1.181. Supongamos que H y L son subgrupos de un grupo G y que L estd in-
cluido en Ng(H). Pruebe que si K es un subgrupo normal de L, entonces HK es un subgrupo
normal de HL.
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Capitulo 2

El grupo simétrico

En este capitulo estudiamos los grupos simétricos o de permutaciones S,, para n > 2.
En particular probamos que S,, tiene un subgrupo candnico A,, de indice 2, llamado grupo
alternado en n simbolos. También encontramos conjuntos de generadores y presentaciones de
S» v A,, calculamos sus centros y subgrupos conmutadores y probamos que A, es simple
para todo n > 3 y distinto de 4, siendo este el resultado méas importante que obtendremos.

Empecemos recordando que el orden de S,, es n!l. Una forma bastante usual (pero que
nosotros no utilizaremos nunca) de describir una permutacién o es escribiendo:

. 1 2 .. n
7T \o1) o2 ... on))"
Recoremos que I,, denota al conjunto {1,...,n}, de modo que S,, = Sy,. Para cada o € S, y
j €1, decimos que o fija j si 0(j) = j y que lo mueve si o(j) # j. Dos permutaciones o y T

son disjuntas si cada j € I,, movido por una de ellas es dejado fijo por la otra. Si este es el
caso, entonces ¢ y 7 conmutan entre si y o o7 satisface

o) = {J(j) si 7 fija j,

7(j) sio fijaj.

Es evidente que si o se escribe como un producto ¢ = g10---00s de permutaciones disjuntas
dos a dos, entonces el conjunto de puntos movidos por ¢ es la unién disjunta de los conjuntos
de puntos movidos por cada o;.

1. Estructura ciclica

Una permutacién o € S,, es un r-ciclo si existen 41, ...,i, € I,, distintos, tales que o deja
fijos los elementos de I, \ {i1,...,ir} y

o(i1) =19, 0(i2) =3, ..., 0(iy—1) =i y 0o(iy) =11.
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1 Estructura ciclica El grupo simétrico

Emplearemos el simbolo (i1, ...,i,) para denotar a este r-ciclo. Esta escritura no es unica.
Los sinénimos de (i1, ...,1,) son
(i27-'-7ir7i1) = (i37' . '7irai17i2) == (irvila"' >iT—1)-

Es féacil ver que el orden de un r-ciclo es r y que hay

1

-n(n—1)---(n—r+1)

r
r-ciclos en S,,. El inico 1-ciclo es el permutacién identidad. A los 2 ciclos también se los llama,
transposiciones. El hecho que el mismo simbolo (i,7) designe a un par ordenado y a una
permutacién no es grave, porque en cada caso el significado quedard claro por el contexto.

TEOREMA 2.1. Toda permutacion o € S,, se escribe como un producto ¢ = 010+ 00y
de ciclos de orden mayor que 1 disjuntos dos a dos (y que por lo tanto conmutan entre si).
Ademds el orden de o es el minimo de los miltiplos comunes de los ordenes de los 0;’s, y esta
escritura es unica, salvo el orden en que aparecen sus factores.

DEMOSTRACION. Primero probaremos la existencia, por induccién en la cantidad k de
elementos de I,, que son movidos por o. Si k = 0, entonces o es la identidad, que puede
pensarse como la composicion de la familia vacia de ciclos. Supongamos que k& > 0 y que el
resultado vale para las permutaciones que mueven menos que k elementos. Tomemos i1 € I,
tal que o(i1) # 41 y definamos ia = o(i1), i3 = o(i2), a4 = o(i3), etcétera. Como I, es
finito existe un minimo nimero natural r tal que i,4+; € {i1,...,i,} y, como o es inyectiva,
forzosamente debe ser i, = 1. Consideremos el r-ciclo oy definido por

o1(i1) =2, 01(i2) =13, ..., o1(ir—1) =ty 01(ip) = i1.
dado que el conjunto de puntos fijados por 0;10 es la unién disjunta de {iy,...,i,} y el
conjunto de los puntos fijados por o, se sigue de la hipdtesis inductiva, que existen ciclos
disjuntos o9, ..., 0 tales que

01100:020-~-oas.
Como {i1,...,ir} es dejado fijo por cada uno de los ciclos o9,. .., 05 la expresion
0=010-:00,

es un producto de ciclos disjuntos dos a dos.
Veamos ahora la unicidad. Supongamos que

/ /
0—:0—10...00-5:0-10...00'8,

Si s = 0, entonces o es la identidad, y también s’ = 0. Supongamos que s > 0. Tomemos un
elemento ¢; movido por o;. Entonces ¢; también es movido por un o, y, como los 0} conmutan
entre si, podemos suponer que i = 1. Es facil ver que o%(i1) = o*(i1) = aik(il) para todo
k € IN. Pero entonces o1 = o} y, por lo tanto,

0—20.“00—5:0—20“.008/‘

Un argumento inductivo muestra ahora que s’ = sy {o2,...,0,} = {03,...,0%}. Denotemos
con r; al orden de o, con 7’ al de o y con r al minimo de los multiplos comunes de los
r;’s. Para terminar la demostracién resta ver que r = r’. Por una parte, 1’ divide a r porque

r__ r r__ . . T‘l SN 7,J SN s
o"=o7o---00;=id. Pero por otra parte, si i; es movido por ¢}, entonces o7} (i) = o" (ij) = i ,
de manera que r; divide a ’ para todo j y asi r divide a 7. (|
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El grupo simétrico 1 Estructura ciclica

Por ejemplo, del teorema anterior se sigue que los elementos de S4 que son un 2-ciclo o
producto de dos 2-ciclos disjuntos tienen orden 2, los 3-ciclos tienen orden 3 y los 4-ciclos,
orden 4.

Escribamos una permutacién o € S,, como un producto de ciclos distintos de la identidad
y disjuntos dos a dos

0 =010--00;.

Denotemos con r; al orden de ¢, donde 1 < j <'s. Podemos suponer que 2 < r; < --- < rg.
Claramente

rt-o+rs<n y n—ry—--—7g
es la cantidad de puntos dejados fijos por o. Denotemos con a; a este niimero y con o;,
para 1 < j < n, a la cantidad de j-ciclos que aparecen en {o1,...,0}. En otras palabras
a;j = |{i : r; = j}|. Es claro oy + 209 + -+ + na,, = n y que hay una correspondencia
biyectiva entre el conjunto de los niimeros naturales r; < ro < --- < 74 con r; > 2 tales que
r1+- - -+rs < ny el delos enteros no negativos as, . . ., a,, > 0 tales que a+2a+- - -+nay, = n.
A la sucesion [aq, .. ., a,] la llamamos la estructura ciclica de o.

TEOREMA 2.2. Dos permutaciones son conjugadas en Sy si y solo si tienen la misma
estructura ciclica. Ademds si

0= (1, euyipry) O (Grytlyereylrg) O O (lpy y41yeensip,)
Yy T es una permutacion arbitraria, entonces
Tooor = (7(i1),..., (i) © (T(iry41)s- o, T(iry)) 00 (T(ir,_141)s -, T(in,)).
DEMOSTRACION. Un célculo sencillo muestra que
70 (i1, .. ip) o t = (7(i1), ..., 7(ir)).

para cada permutacién 7 y cada r-ciclo (i1,...,4,). En consecuencia, si o se escribe como un
producto de ciclos disjuntos dos a dos en la forma ¢ = g1 0--- 00, entonces

1

Tooor ' =(rooi07 )o---o(roosor )

tiene la misma estructura ciclica que o. Reciprocamente, supongamos que o y o’ son dos
permutaciones que tienen la misma estructura ciclica y, méas precisamente, que

g = (il,... ,iTl)O(irl+1,.. . ,iTQ)O- . 'O(iTS,1+1>-"7irs)

o' = (i, iy ) 0 (g g1 sipy) 0 -0 (i (gseenyiy, ).

Entonces la permutacién 7 € S,, definida por

. i sii=1jconl<j<rg,
T =97 . .
o) siiel, \{i,... i},
donde ¢: I, \ {i1,... i, } = In\ {é},...,7. } es una funcién biyectiva arbitraria, satisface
TooorT =0, 0
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1 Estructura ciclica El grupo simétrico

Por el teorema anterior cada clase de conjugacion de S,, queda determinada univocamente
por la estructura ciclica de cada uno de sus elementos. Por consiguiente hay tantas clases de
conjugacién como sucesiones aq, ..., a, > 0 que satisfacen

o1 + 209 + - + nay, =n.
Para cada una de esta sucesiones, consideremos los niimeros p; := «; +- - - +,. Por su misma
definiciéon
(20) 1> 2 > >y Y Lt i =

Las sucesiones de énteros no negativos que satisfacen (20) son llamadas particiones de n
porque dan las formas de “partir” n como suma de n o menos nimeros naturales. Por otro
lado, dada una particién py > po > - -+ > u, de n, podemos definir

- {Hj — Hjt1 sij<mn,
Oéj = L.
Hn s1)=mn,
y claramente
a1+2a2+"‘+nan:N1+"‘+Mn:n-
Como estas correspondencias son inversa una de la otra, hay tantas clases de conjugacién de
S, como particiones de n.
EJEMPLO 2.3. Las particiones de 5 son
(1,1,1,1,1), (2,1,1,1,0), (2,2,1,0,0), (3,1,1,0,0), (3,2,0,0,0), (4,1,0,0,0) v (5,0,0,0,0).
Por lo tanto Sy tiene 7 clases de conjugacion.
Por dltimo, la cantidad de elementos que tiene la clase de conjugacién asociada a la
estructura ciclica [a1,...,ap,] es

n!
(21)

1ataq1292a5! .. nona,!”
En efecto, esto se sigue de que cada j-ciclo se puede obtener de j formas distintas

(ila"' 71]) - (izv‘ . '7ij7i1) == (7’]77’17 7ij—1)
y de que si permutamos entre si los «; ciclos de orden j obtenemos la misma permutacion de
Sp. La expresion (21) es conocida como férmula de Cauchy.

OBSERVACION 2.4. El Teorema 2.2 puede usarse para probar que si un morfismo de grupos
f: G — H no es sobreyectivo, entonces tampoco es un epimorfismo. Con este fin escribamos
K :=1Im f y supongamos que K es un subgrupo propio de H. Debemos mostrar que hay un
grupo N y morfismos distintos o, f: H — N tales que o = PBji. Tomemos N := Sx, donde
X es el conjunto de las coclases a izquierda de K en H, junto con un elemento adicional *.
Definamos a por

o) = {7, 00

y B como la composicion ©,oa, donde ®, es la conjugacion por la transposicion T de X que
intercambia K con x. Es facil ver que . es un morfismo de grupos y es evidente que x es un
punto fijo de a(h) para todo h € H, mientras que K es un punto fijo de a(h) si y sdlo si
h € K. En consecuencia, por la sequnda afirmacion del Teorema 2.2,

B(h) = @r(a(h)) = a(h)
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El grupo simétrico 2 Generadores de S,

sty solo st h € K, que es mas que lo que necesitdbamos probar.

En los ejemplos que siguen encontramos condiciones sobre n para que S, contenga un
subgrupo isomorfo a Z, y a D, respectivamente. Para realizar los cédlculos es conveniente
usar la estructura ciclica de las permutaciones involucradas en ellos.

EJEMPLO 2.5. Supongamos que n > 2 y tomemos o := (1,...,n). Como |o| =n el grupo
(o) es ciclico y tiene orden n. Supongamos ahora que n > 2 y que n = ny---n, con los n;
coprimos dos a dos. De la misma manera que arriba, para cada i podemos elegir o; € Sy, tal
que |o;| =n; y
0:(j) =7 paratodo j tal que j <mi+---+mni—1 0j>n;+---+mn;.
Como evidentemente o := o1 0---00, tiene orden n, el grupo Sy, +...4n, contiene un subgrupo
isomorfo a Zu,.

EJEMPLO 2.6. Supongamos que n > 2 y tomemos T y o en S, definidos por

o e (L) T;:{<17n>o<2,n—1>o---o<<n—1>/2,<n+1>/2> sin es impar,
Y (1,n)o(2,m—1)o---0(n/2,(n+2)/2) sim es par.
Como

(22) IT|=2, Jo|=n y TocoT=0""

el grupo (o, T) no es conmutativo y tiene orden menor o igual a 2n. Dado que por otra parte
(o) es un subgrupo conmutativo de orden n de (o, T), se sigue del teorema de Lagrange que
necesariamente |{(o, )| = 2n. Asi, debido a la Observacion 1.108, el subgrupo (o, T) de S, es
isomorfo a D,. Supongamos ahora que n > 2 y que n = nq---n, con los n; coprimos dos a
dos. De la misma manera que arriba, para cada i podemos elegir o; y 7; en S, tales que
|Ti| = 2, loi| = ny, Tioaion:ai_l

)

0i(j) =7i(j) =Jj wparatodo j tal que j <ni+---+nj_10j>n1+---+n;
Es evidente que 0 := g1 0---00, y T := Ty 0--- 0T, satisfacen las condiciones de (22).
En consecuencia el mismo argumento que antes muestra que Sy, +...4n, contiene un subgrupo
isomorfo a Dy.

2. Generadores de S,

Un célculo directo muestra que
(t1,...,0p) = (41,%r) 0 (i1,4p—1) 0 -0 (i1,02) 'y (1,41)0(L,45)0(1,i1) = (i1,45) sids,i5 # 1.
Como cada permutacién es producto de ciclos se sigue de esto que
S, =((1,2),(1,3),...,(1,n)).
Como ademés (4,7 + 1)o(1,4) o (4,44 1) = (1,7 + 1) para todo i < n, es claro que también
Sn=1((1,2),(2,3),...,(n—1,n)).
Por tltimo, usando la igualdad (1,...,n)" 1o (1,2)0(1,...,n)"" = (i,i + 1), vélida para

1 < m, concluimos que

Sn = ((1,2),(1,...,n)).
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3 El signo de una permutacion El grupo simétrico

3. El signo de una permutacion
Un par (i,j) € [,, x [, es un descenso de una permutacién o € S, sii < jy o(i) > o(j).
Designamos con Des(o) al conjunto de descensos de o. Por definicién el signo de o es
(o) i= (~1)/D=e)].

La propiedad més importante de la funcién sg: S, — {—1,1} es que, como estableceremos
en el Teorema 2.9, es un morfismo sobreyectivo de grupos.

PROPOSICION 2.7. Para cada 0 €S,, y cada k<n, la cantidad de descensos de (k,k+1)oc
difiere en £1 de la de o.

DEMOSTRACION. Es evidente que:
- Sio({i,j}) # {k,k+1}, entonces (i,7) € Des((k,k+1)oo) siy sélosi (i,5) € Des(o).
- Sio({i,j}) = {k,k+1}, entonces (i,7) € Des((k,k+1)oc) siy sélosi (i,7) ¢ Des(o).
El resultado se sigue facilmente de estas observaciones. O

COROLARIO 2.8. Si o = o10---00s, donde las o;’s son transposiciones de elementos
consecutivos, entonces s es congruente a | Des(o)| mddulo 2.

DEMOSTRACION. Se sigue facilmente de la Proposicién 2.7 haciendo induccién en s. [0
TEOREMA 2.9. La funcion sg: S, — {—1,1} es un morfismo sobreyectivo.

DEMOSTRACION. Por el Corolario 2.8, si 0 =07 0---00,, donde las ;’s son transposiciones
de elementos consecutivos, entonces sg(c) = (—1)®. Usando esta caracterizacién es muy fécil

ver que sg es un morfismo. Ademds es sobreyectivo porque sg(id) = 1 y sg(1,2) = —1. O
PROPOSICION 2.10. Si o es un r-ciclo (iy,...,i,), entonces sg(o) = (—1)" 1.
DEMOSTRACION. Supongamos que o es el r-ciclo (iq, ..., i,). Como

0= (ilaiT) o (ilyirfl) 0--+0 (ilallé)a

debido al teorema anterior es suficiente probar que el signo de cada transposicién es —1. Es
evidente que esto pasa para las transposiciones (i,7 + 1) de elementos consecutivos. Supon-
gamos ahora que ya sabemos que el signo de (i,j) es —1 y que j < n. Entonces dado que
(t,7+1)=(j,7+1)o(i,j)o(j,j+ 1) se sigue nuevamente del teorema anterior que también
el signo de (i,j + 1) es —1. O

PROPOSICION 2.11. Sio € S,, tiene estructura ciclica [aq, ..., ay], entonces
sg(o) = (—=1)"7,
donde s = a1 + -+ oy

DEMOSTRACION. Escribamos ¢ = 0y 0--- 00y, de 0 como producto de ciclos disjuntos,
donde los primeros as ciclos tienen orden 2, los siguientes a3 tienen orden 3, etcétera. Por el
Teorema 2.9 y la Proposicién 2.10

s9(0) = sg(01) - -sg(0) = (~1)==2 WU = (~1)Zim IR = (1),
como queriamos. O
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Decimos que una permutaciéon es par si su signo es 1 e impar si es —1. El grupo alternado
A, es, por definicién, el subgrupo de S,, formado por las permutaciones pares. Como A,, es
el nicleo de sg, es un subgrupo normal de orden es n!/2 de S,,.

OBSERVACION 2.12. La aplicacién 0: S, — Ao, definida por
o s1 0 es par,
O(o) := . p
oco(n+1,n+2) sio esimpar,
es un morfismo inyectivo de grupos.

PROPOSICION 2.13. Si H es un subgrupo de Sy, y H ¢ A,,, entonces HNA,, es un subgrupo
normal de indice 2 de H. Ademds si H tiene una permutacion impar o de orden dos, entonces
H es el producto semidirecto interno de H N A,, y {id,o}. En particular S, es el producto
semidirecto de A, y {id, (1,2)}.

DEMOSTRACION. Tomemos o € H \ A,,. Como la funcién

HNA,——=H\A,
T———>7To00

es biyectiva, H N A,, es un subgrupo de indice 2 de H y, por lo tanto, es normal. Supongamos
ahora que o es una permutacién impar de orden dos. Como

(HNA,)N{id,o} = {id} y (HNAy){id,o} = H,
el grupo H es el producto semidirecto interno de H N'A,, y {id, o}. g

4. Generadores de A,

Como cada elemento de A, es producto de un ntimero par de transposiciones y
(a,b) o (a,c) = (a,b,c)? y (a,b) o (c,d) = (a,c,b,d)?

donde a, b, c,d son elementos distintos de I,,, el grupo alternado A,, estd generado por los
cuadrados de los 3-ciclos y los 4-ciclos. Dado que (a,b,c) = (a,c,b)?, el resultado que sigue
dice que los cuadrados de (1,3,2),(1,4,2),...,(1,n,2) generan a A,,.

TEOREMA 2.14. Para todo n € IN,

A, =1((1,2,3),(1,2,4),...,(1,2,n)).

DEMOSTRACION. Cuando n < 3 el resultado es trivial. Supongamos que n > 3. De las

igualdades
(a,b) o (a,c) = (a,b,c)? y (a,b)o(c,d) = (a,b,c)o (b, c,d)

se sigue que A, estd generado por los 3-ciclos. Como, para cada terna a, b, c de elementos de

I, distintos de 1,
(a,b,c) = (1,¢,b) 0 (1,a,b)o(1,a,c),

para concluir la demostracién serd suficiente mostrar que cada 3-ciclo (1,a,b) con a # 2 es
producto de 3-ciclos de la forma (1,2,7) con 3 < ¢ < n. Pero esto es asi, porque

(1,a,2) = (1,2,a)> vy  (1,a,b) = (1,2,b)%0(1,2,a)0(1,2,b)
para cada par a,b de elementos de I, distintos de 1 y 2. ]
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COROLARIO 2.15. A, es un subgrupo completamente normal de S,,.

DEMOSTRACION. Para cada endomorfismo f: S, — S,, y cada 3-ciclo 7 € S,, el orden de
f(7) es 1 0 3. Por lo tanto en la descomposicién ciclica de f(7) sélo hay 3-ciclos y puntos fijos
y, en consecuencia, f(7) € A,,. O

TEOREMA 2.16. Para todo n € N,
A, =1{(1,2)0(2,3),(1,2)0(3,4),...,(1,2) o (n — 1,n))
=((2,3)0(1,2),(3,4) 0 (1,2),...,(n —1,n) 0 (1,2)).
DEMOSTRACION. Como

(1,2)0(2,3) =(2,3)0(1,2)0(2,3)0(1,2)

(1,2)o(j,7+1)=(j,j+1)o(1,2) paratodo j> 2,

es suficiente probar la primera igualdad. Por el teorema anterior, para ello bastara verificar
que el subgrupo de A,, generado por (1,2)0(2,3),...,(1,2)o(n — 1,n) contiene a los 3-ciclos
(1,2,3),...,(1,2,n), lo que se sigue por induccion en j, usando que (1,2,3) = (1,2)0(2,3) y

(1,2) 0y j +1)0(1,2,5) 0 (1,2) 0 (Gyj + 1)) = (1,5 + 1,2)? = (1,2, + 1),
para todo j > 3. O

5. El conmutador y el centrode S,, y A,

En esta seccién calculamos conmutador y el centro de S, y A,,.

TEOREMA 2.17. [S,,S,] = A, para todo n € N y [A,, A,] = Ay, para todo n > 5.

DEMOSTRACION. El subgrupo conmutador de S,, est4 incluido en A,,, porque
sg([o, 7)) = sg(o)sg(r)sg(c ) sg(r™!) =1 para todo o,7 € S,,,

debido a que sg(o) = sg(o 1) y sg(7) = sg(771). Por el Teorema 2.14, para probar que vale la
inclusién opuesta serd suficiente mostrar que los 3-ciclos son conmutadores, lo cual es cierto,
porque de hecho,

(a,b,¢) =[(a,b),(a,c)] para toda terna a,b,c de elementos de I,,.

Para probar que [A,, A, ] = A,, para todo n > 5, es suficiente observar que si a, b, c,d, e € 1,
son todos distintos, entonces

(a,b,c) =[(a,c,d),(a,d,e)][(a,b,d), (a,d,e)],
lo que se comprueba por célculo directo. ]

OBSERVACION 2.18. Como A y Az son conmutativos, [A;, A;] = 1 cuando i < 3. En
cuanto a [Ay, Ay], debido a que el subgrupo

H = {id, (1,2) 0 (3,4), (1,3) 0 (2,4), (1,4) 0 (2,3)}
72



El grupo simétrico 5 El conmutador y el centro de S, y A,

de Ay es normal y Ay /H es abeliano, [Ag, Ay) C H. Por otro lado, las igualdades

(1,2)0(3,4) =[(1,2,3),(1,3,4)],
(1,3)0(2,4) =[(1,3,2),(1,2,4)],
(1,4)0(2,3) =[(1,4,2),(1,2,3)],

muestran que la inclusion opuesta también vale.
TEOREMA 2.19. Sin > 3, entonces ZS,, =1 y sin > 4, entonces ZA,, = 1.

DEMOSTRACION. Primero consideramos el grupo simétrico. Tomemos o € S,. Si en la
descomposicion ciclica de ¢ hay dos ciclos no triviales,

0 = (/L-l)i27"°7/iT1)O(.j1)j25‘~'7jT2)O"'7
entonces tomando 7 := (i1, j1, j2) obtenemos
TOUOT_l = (jlain"‘7i1”1)o(j27i17j37"-7j7"2)o"' 75 g.

Si o es un ciclo (i1,19,13,...,14,) de longitud al menos 3, entonces tomando 7:= (i1, 42) obte-
nemos

Tooor b= (iy,i1,i3,...10,) # O.

Finalmente, si o es una transposicién (i1,72), entonces existe iz € I, distinto de i1 e ig, y
tomando 7 := (i, i3) obtenemos

rocor 1= (i1,13) # 0.

Ahora consideramos el grupo alternado. Tomemos o € A,. Si en la descomposicién ciclica
de ¢ hay dos ciclos no triviales, entonces podemos proceder como con S,. Si ¢ es un ciclo
(i1,12,13,14, - . ., i) de longitud al menos 5, entonces tomando 7 := (i1, i) o (i3, i4) obtenemos

Tooor = (ig,i1,i4,13,15,...,iy) # 0.

Finalmente, si o es un 3-ciclo (i1, i2, i3), entonces existe i4 € X distinto de i1, i3 e i3 y tomando
7 := (i1,12) (i3, i4) obtenemos

Tooor ! = (iy,i1,i4) # 0,
lo que termina la demostracién. ]
OBSERVACION 2.20. Como Sa, As y A3 son conmutativos,

ZS2 =399 y ZA;=A; paraie {23}

Simplicidad de A,

Claramente Z, es simple para todo primo p. Esta es la familia mds sencilla de grupos
simples y estos son todos los grupos simples conmutativos. El siguiente resultado muestra que
existe al menos una familia infinita de grupos simples no conmutativos.

TEOREMA 2.21. El grupo alternado A, es simple para todo n > 3 y distinto de 4.
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DEMOSTRACION. El grupo A3 es simple porque es ciclico de orden 3. Asumamos entonces
que n > 5 y tomemos un subgrupo normal H # 1 de A,,. Afirmamos que H contiene a todos
los 3-ciclos y que, por lo tanto, es igual a A,. Veamos primero que H contiene a un 3-ciclo.
Para ello fijemos o € H distinto de la identidad. Si ¢ es un 3-ciclo no hay nada que probar y
si o tiene un ciclo (i1, 2,13, 14, %5, . . ., i) de longitud al menos 4 en su descomposicién ciclica,
entonces tomando 7 := (i1, 42, 3) obtenemos que H contiene a

-1 -1 P L. ..
ToooT oo = (i1,i2,143) 0 (iz,i4,13) = (i1,12,%4).
Podemos suponer entonces que todos los ciclos de la descomposicion ciclica de o tienen lon-

gitud menor que 3 y que en esta descomposicién hay al menos 2 ciclos.

1. Si o = (i1,12,13) o (j1,72,J3) -+ 0 0 = (i1,42) o (J1,J2,73) © -+ tiene al menos un
ciclo de longitud 3 en su descomposicién ciclica, entonces tomando 7 := (i1, j1,j2),
obtenemos que H contiene a

Tooor too ! = (i1, j1,j2) 0 iz, j3, j2) = (i1, j1, Jo, i2, J3),
lo que nos reduce al caso ya tratado.

2. Sio = (i1,142)0(ig,44)0- - - tiene al menos dos ciclos de longitud 2 en su descomposicién
ciclica, entonces tomando 7 := (i1, 15, 43) con i5 & {i1,12,13,14}, Obtenemos que
Togor oo™t = (ir,ds, i) 0 (i, ia, i5) = (in, 5, 92, 14, i3)
estda en H, lo que nuevamente nos reduce al caso ya tratado.
Por lo tanto, concluimos que H siempre tiene un 3-ciclo (i1,i2,i3). Veamos ahora que los
tiene a todos. Tomemos otro 3-ciclo arbitrario (j1,j2,73). Por el Teorema 2.2, existe t € S,
tal que (j1,j2,Jj3) = to (i1,ia,43) ot~ 1. Si t € A,, entonces (j1,72,73) € H por definicién. Si
no, podemos tomar ki, ks € X \ {j1, jo, j3} distintos, y entonces
L L _ L. -1
(1. 2, 3) = (K1, ko) o (j1, o, j3) o (k1, ko)~ = ((k1, k) ot) o (i1,42,43) o ((k1, ko) 0t) .
Como (k1,ka)ot € Ay, esto implica que (j1,j2,73) € H. O
TEOREMA 2.22. Sin > 5, entonces el unico subgrupo invariante y no trivial de S, es A,,.

DEMOSTRACION. Supongamos que H es un subgrupo no trivial e invariante de S,,. En-
tonces H N A, es un subgrupo invariante de A,, y, por el teorema anterior, forzosamente
HNA, =A,0 HnNA, = 1. Como A, tiene indice 2, en el primer caso H = A,. Para
terminar la demostracion, debemos ver que la interseccién de H con A, no puede ser 1. Pero
si HN A, = 1, entonces por la Proposicién 2.13, existe 7 € S,, tal que H = {id, 7}, lo que
se contradice con que H es normal pues, como 7 tiene orden 2 es un producto de 2-ciclos
disjuntos y, en consecuencia, por el Teorema 2.2, su clase de conjugacion tiene més de un
elemento. ]

Debido a que todo subgrupo de indice 2 de un grupo es invariante, del Teorema 2.21
se sigue que A, no tiene subgrupos de orden n!/4 para ningin n > 5. El primer item del
siguiente resultado muestra que A4 también tiene esta propiedad. El segundo muestra que
para Sy vale una versién débil del teorema anterior.

PROPOSICION 2.23. El grupo Ay tiene las siguientes propiedades:

1. No tiene subgrupos de orden 6.

2. Es el unico subgrupo de orden 12 de Sy.
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DEMOSTRACION. 1) Si H es un subgrupo de orden 6 de Ay, entonces es normal porque
tiene indice 2. Pero entonces 72 € H para todo 7 € Ay pues la clase de 72 en Ay /H es 1.
Dado que si 7 es un 3-ciclo, 7 = 7% = (72)2, esto implica que H contiene a todos los 3-ciclos
de Sy, lo que es absurdo porque hay 8.

2) Supongamos que H # Ay es un subgrupo de orden 12 de S4. Entonces, por la Proposi-
cién 2.13, el subgrupo H N A4 de A4 tiene orden 6, lo que se contradice con el item 1). O

6. Presentaciones de S, y A,

El objetivo de esta seccion es dar presentaciones de S, y A,. Comenzamos con el grupo
simétrico.

TEOREMA 2.24. Para cada n > 2, el grupo simétrico S, es canonicamente isomorfo al

grupo generado por los elementos s1,...,S,—1 sujetos a las relaciones
s% =1, para todo 1,
8i8; = 88, st)—12>2,
Si8i+15i = Si+1SiSi+1, para 1 <n— 1.

DEMOSTRACION. Procedemos por induccién en n. Es obvio que el resultado es cierto
para n = 2. Supongamos que lo es para n — 1 y denotemos con G al grupo generado por los
elementos s1,..., s,_1 sujetos a las relaciones mencionadas arriba. Es evidente que la funcién
¥: G — S,, definida por ¢(s;) = (i,i + 1), es un morfismo sobreyectivo. Para terminar la
demostracién debemos ver que también es inyectivo, para lo cual serd suficiente probar que
|G| < n!l. Claramente el subgrupo G’ de G generado por s1, ..., S,—2 es un cociente del grupo
con generadores si,...,Sp—2, sujetos a relaciones similares a las de arriba y, por lo tanto,
|G’| < (n—1)! debido a la hipétesis inductiva. Consideremos ahora los subconjuntos C1, . .., Cy,
de G, definidos por C; := G's;_18,_2 - Si+15;- Afirmamos que para cada 1 < i < n y
1<j<nexiste 1 <i <n tal que C;sj = Cy. En efecto, sii < j

/
Cisj = G'Sp—18p—2" "+ Sj4+15j8j—1 " " Si+15i5;
!
= G'Sp_15n—2" " 8j415j5j-15j " 5i415;
/
=G'Sp—15p—2" - Sj4+185—-185S85—1 "+ Si+185;
!
=G S$j—18n—18n—2 """ Sj+18585j—-1 " Si+1S5i
!
= G'5p—15p—2" " 8j415j5j—1 " 8i+15;
-
donde la antetltima igualdad se sigue de que sj_; € G', porque j —1 <n—1.Sij+1 <1,
entonces

!
Cisj = G'sp_18p—2 " 8i115i5;
!
=G'5j5p-15p-2 " * 5i+15i
!
= G'Sp_15n—2" " Si+15i
donde la pentiltima igualdad se sigue de que s; € G’ porque j < n — 1. Finalmente
p g g q j porque 7 )
! !
Cjsj = G sp—15n—2---5j415j8; = G'$p_18p—2- - Sj41 = Cjq1
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y
/
Cjt18; = G sp—18p—2---sj418; = Cj.

En consecuencia, cualquiera sea s € G, para cada i < n existe i’ < n tal que C;s = Cy, puesto
que s es producto de s;’s. Dado que 1 € G' = C,,, en particular obtenemos que G C | J;", Cj,

por lo que |G| <>, |Cs| = n|G'| < nl. O
OBSERVACION 2.25. Las relaciones que satisfacen si,...,s,_1 pueden expresarse en la
forma
522 =1, para todo 1,
(si85)% = 1, sij—1i>2,
(sisi+1)3 =1, para i <mn—1,

que fue la utilizada ol definir la nocion general de presentacion.

TEOREMA 2.26. Para cada n > 3, el grupo alternado A, es candénicamente isomorfo al

grupo generado por los elementos t1,...,tn_o sujetos a las relaciones
t=1,
t? =1, para i > 1,
(tit;)* =1, $ij—i>2,
(titi+1)3 =1, para i <n — 2.
DEMOSTRACION. Consideremos el grupo G generado por los elementos t1, . . ., t,_o sujetos
a las relaciones mencionadas arriba. Es evidente que la funcion
{t1,...,th—2} A, ,

se extiende univocamente a un morfismo ¥: G — A,. Como, por el Teorema 2.16, este
morfismo es sobreyectivo, para terminar la demostracién serd suficiente ver que |G| < n!/2.
Probaremos esto mostrando que hay un producto semidirecto G Xy Zs y un morfismo so-
breyectivo S,, — G Xy Zsg. Para empezar, es facil ver que la funcién ¢: Zs — Aut(G), dada
por ¥(1)(t;) := t;!, es un morfismo bien definido. Por ejemplo, la relacién (tit2) = 1 se
transforma por ¥(1) en la relacién (t;'t;1)% = 1, la cual vale porque

titatitatits = 1 = to iy ey ey = 1=t ey e e e e = 1

Podemos considerar entonces el producto cruzado G Xy Zs. Llamemos G’ al grupo generado

por los elementos s1,t1,...,t,_9, sujetos a las relaciones
s% =3 =1,
s1t;81 = ti_l para todo 1,
t? =1, para ¢ > 1,
(tit;)* =1, sij—i>2,
(titis1)® =1, para i <n — 2,

76



El grupo simétrico 6 Presentaciones de S, y A,

y escribamos s;11 = t;51 para 1 < i < n — 1. La relaciones dadas arriba para si,t1,...,th—2
son equivalentes a las dadas en la Observacion 2.25 para si, ..., S,—1. Por lo tanto,

G/ = <517t15‘ . '7tn—2> = <Sla‘ . '7Sn—1> = Sn

Por consiguiente, para terminar la demostracién es suficiente notar que existe un morfismo
de grupos ¢: G' — G xy Zs, tal que p(t;) = (¢;,0) y »(s1) = (0,1), puesto que este necesa-
riamente serad sobreyectivo. O
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Capitulo 3

Acciones de grupos

1. Acciones y G-espacios

Una accion a izquierda de un grupo G sobre un conjunto X es una funcién
p:Gx X —>X
que satisface:

1. (gh) -z =g (h-z) paratodo g,h e Gy z € X,
2. 1-x = x para todo = € X,
donde, siguiendo una practica usual, usamos la notacién ¢ - £ como un sinénimo de p(g, x).

Un G-espacio a izquierda es un conjunto X provisto de una accién a izquierda de G en X.
Similarmente, una accion a derecha de G sobre X es una funcién

p: X xG—X
que satisface:

1. z-(gh)=(x-g)-hparatodo ghe Gy x € X,
2. z-1=ux para todo =z € X,

donde = - g = p(z,g), y un G-espacio a derecha es un conjunto X provisto de una accién a
derecha de G sobre X. Es obvio que p: X x G — X es una accién a derecha de GG sobre X siy
sélo si la funcion p°P: GP x X — X, definida por p°P (g, x) := p(z, g), es una accién a izquierda
de G°P sobre X. Debido a esto, salvo mencién en contrario sélo consideraremos acciones y
G-espacios a izquierda (nos referiremos a ellos simplemente como acciones y G-espacios) y
dejaremos al lector la tarea de establecer las definiciones y propiedades correspondientes para
G-espacios a derecha.

79



2 Nitcleo de una accién, teorema de Cayley y aplicaciones Acciones de grupos

Notemos que tener una funcién p: G x X — X es “lo mismo” que tener una funcién
p: G — Fun(X, X). Dicho en forma mas precisa, la correspondencia

Fun(G x X, X) — Fun(G, Fun(X, X)) ,
pl p

donde p es la funcién dada por p(g)(x) := p(g,x), es biunivoca. Es claro que las condiciones
requeridas a p en la definicién de accién se satisfacen si y sélo si

Pgh) = ilg) o p(h) para todo g,h € Gy p(1) =id.

En particular
plg~") oplg) = p(1) = id para todo g,h € G.
Por lo tanto, dar una accién de G sobre X es equivalente a dar un morfismo de G en Sx.

2. Nicleo de una accién, teorema de Cayley y aplicaciones

El nicleo de una accion p: G x X — X es el conjunto
kerp:={g € G:g-x =z para todo z € X},
el cual es un subgrupo normal de G, puesto que coincide con el nicleo del morfismo
p: G — Sx
asociado a p. Una accién es fiel si su nicleo es 1. En este caso el morfismo asociado p: G — Sx
es inyectivo y, por lo tanto, G es isomorfo a un subgrupo de Sx. Para cada accién

p:Gx X=X

la férmula [g] -  := ¢ - © define una accién fiel p de G/ ker p en X. La definicién no depende
del representante elegido, porque si h € ker p, entonces

(gh) - x=g-(h-z)=g-x paratodoz € X.

Se comprueba facilmente que el tridangulo

G—" o3y

Trl
~ )
P

G
ker p

donde 7 es la proyeccién al cociente, conmuta. Esto muestra que p es el morfismo inducido
por p gracias la propiedad universal del cociente, y da un método alternativo para obtener p,
con el cual es innecesario comprobar la buena definicion.

EjempLO 3.1. Todo grupo G actia sobre el conjunto G/L, de las coclases a izquierda de
un subgrupo L de G, via traslaciones a izquierda. En otras palabras, g-(hL) = ghL. El nicleo
de esta accion es el mdzimo subgrupo

N:= () hLh™!
heG

de L, que es normal en G. De ahora en mds siempre consideraremos a G /L provisto de esta
estructura de G-espacio.
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TEOREMA 3.2 (Cayley). La funcidn

G — Sg
gr—=1
es un morfismo inyectivo.
DEMOSTRACION. Témese L =1 en el ejemplo anterior. O

COROLARIO 3.3. Todo grupo finito G es subgrupo de un grupo generado por dos elementos.

DEMOSTRACION. Por el teorema de Cayley existe n € IN tal que G es isomorfo a un sub-
grupo de S,, y, como vimos en la Seccion 2 del Capitulo 2, el grupo simétrico S,, estd generado
por los ciclos (1,2) y (1,...,n). O

COROLARIO 3.4. Todo grupo finito G es subgrupo de un grupo finito simple.

DEMOSTRACION. Por el teorema de Cayley y la Observacién 2.12, sabemos que G es
isomorfo a un subgrupo de A,,, para un n > 5. Para terminar la demostracién basta observar
que por el Teorema 2.21, el grupo alternado A,, es simple. U

Todas las nociones introducidas y los resultados obtenidos al estudiar el grupo simétrico
Sy (salvo la nocién de descensos de una permutacién, que depende en forma escencial del
orden de I,,) tienen sentido y valen para los grupos Sx, con X finito. Esto se debe a que
o no dependen del orden; o en principio si dependen (como por ejemplo la definicién de
signo de una permutacién), pero tienen caracterizaciones que no; o se vuelven independientes
luego de ser reformuladas en una forma més general, aunque equivalente (por ejemplo la
propiedad de que (1,2) y (1,2,...,n) generan S, puede reformularse como sigue: dada una
numeracién ji, ..., Jj, de I, los ciclos (ji,72) v (j1,J2,---,7n) generan S, ). Denotamos con
Ax al subgrupo de Sx formado por las permutaciones pares. Este comentario es relevante en
relacion al resultado que sigue.

PROPOSICION 3.5. Consideremos un grupo G de orden 2¥m, con m impar. Para cada
g € G, la permutacion ly; € Sg no pertenece a Ag si y sélo si k>0 y 2k divide a lg|.

DEMOSTRACION. Supongamos que |g| = 2'm’ con 0 < k¥’ < k y m/ un divisor positivo

Qk*k/m/m’ ciclos disjuntos de longitud

2k—k’

de m. Por su misma definicién /, es un producto de
2K'm’. Como estos ciclos son permutaciones impares si y sélo si &' > 0y m/m’ es impar
siy s6lo si k' =k, el signo de Iy es —1 siy sélosi k' =k > 1. O

COROLARIO 3.6. Si |G| = 2Fm, con m impar y k > 0, y G tiene un elemento g tal que
2k divide a |g|, entonces G tiene un subgrupo de indice 2.

DEMOSTRACION. Por el teorema de Cayley y la Proposicién 3.5, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que G es un subgrupo de S no incluido en Ag. En este caso el
resultado se sigue inmediatamente de la Proposicion 2.13. U

EJERCICIO 3.7. Pruebe que si G es un grupo simple de orden par mayor que 2 y |G| = 2Fm
con m impar, entonces k > 1 y G no tiene ningin elemento g cuyo orden es mailtiplo de 2%.

Volvamos a la situacion considerada en el Ejemplo 3.1. Supongamos que L tiene indice
finito. Entonces el morfismo
G E—— SG/L 3
gr——=14
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asociado a la accién de G sobre G/ L via traslaciones a izquierda, induce un morfismo inyectivo
de G/N en Sgr,, donde N := ﬂgEG gLg™!. Por consiguiente el indice de N en G es menor
que infinito y divide a |Sg/ | = |G : L|!. Como ademds |G : L| divide a |G : N|, vale el
siguiente resultado:

TEOREMA 3.8. Si L es un subgrupo de indice n < oo de un grupo G, entonces L contiene
un subgrupo normal N de G cuyo indice en G es nh, con h un divisor de (n — 1)!. Ademds,
puede tomarse como N el nicleo del morfismo de G en Sg,, que manda g en ly.

El Teorema 3.8 generaliza el teorema de Cayley. También generaliza la Proposicién 1.51,
porque cuando n = 2, entonces h =1y N = L.

COROLARIO 3.9. Si un grupo G tiene un subgrupo de indice finito n > 1 que no contiene
a ningun subgrupo normal de G distinto de 1, entonces |G| = nh con h un divisor de (n—1)!.
Ademds hay un morfismo inyectivo de G en S,,.

DEMOSTRACION. Porque debido a la hipétesis el subgrupo normal N de G mencionado
en el Teorema 3.8 necesariamente es 1. O

COROLARIO 3.10. Si un grupo simple G tiene un subgrupo de indice finito n > 1, entonces
|G| = nh con h un divisor de (n — 1)!. Ademds hay un morfismo inyectivo de G en Sy,.

DEMOSTRACION. Se sigue inmediatamente del corolario anterior. O

Notemos que, debido a la Proposicion 2.13, si n > 2, entonces la imagen del morfismo
inyectivo de G en S,,, mencionado en el corolario anterior, estd incluida en A,.

COROLARIO 3.11. Los grupos infinitos simples no tienen subgrupos propios de indice finito.

COROLARIO 3.12. Supongamos que G es un grupo finito y que |G| = nm. Todo subgrupo
H de indice n de G contiene a un subgrupo N <G cuyo indice en G es nh, con h un divisor de
((n—1)!:m). En particular si todos los primos que dividen a m son mayores que el mdzrimo
primo menor que n, entonces todo subgrupo de indice n de G es normal.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.8, sabemos que cada subgrupo L de indice n de G
contiene un subgrupo normal N cuyo indice en G es nh, con h un divisor de (n — 1)!. Como
|G : N| divide a |G|, también m es divisible por h. Esto implica que h = 1 si ningtin primo
menor que n divide a m, porque en este caso (n — 1)! y m son coprimos. [l

COROLARIO 3.13. Si G es un grupo finito y p es el minimo primo que divide a |G|,
entonces todo subgrupo de indice p de G es normal.

EJERCICIO 3.14. Pruebe que si n # 4, entonces S, no tiene subgrupos de indice t con
2 <t < n. Pruebe también que esto es falso sin = 4.

EJEMPLO 3.15. Recordemos que el grupo diedral D,, tiene orden 2n y estd generado por
dos elementos = e y sujetos las relaciones ™ = y?> = yxy~ 'z = 1. Supongamos que n > 2.
Como en este caso (y) tienen orden 2 y no es normal en Dy, la accion de D,, en D, /(y)
definida via traslaciones a izquierda es fiel. Por lo tanto hay un morfismo inyectivo de D,, en
Sn (lo que ya fue obtenido en el Ejemplo 2.6).
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3. Subconjuntos estables y morfismos

Decimos que un subconjunto Y de un G-espacio X es estable bajo la accion de G o
simplemente estable si g -y € Y para todo g € G ey € Y. En este caso Y en si mismo es un
G-espacio con la accién inducida y, debido a eso, decimos también que Y es un G-subespacio
de X.

Un morfismo ¢: X — X', de un G-espacio X en otro X', es una terna (X, ¢, X’), donde
¢ es una funcién de X en X’ que satisface

o(g-x) =g -¢(xr) paratodogeGyxecX.

En términos de los morfismos p: G — Sx y 5’ : G — Sx+ inducidos por las acciones de G
sobre X y X' respectivamente, esta condicién queda

pop(g) =p'(g)op paratodo g€ G.
Por ejemplo, la identidad id: X — X y, mas generalmente, la inclusién canénicai: ¥ — X, de
un subconjunto estable Y de un G-espacio X en X, es un morfismo de G-espacios. También lo
es la composicién Yop: X — X” de dos morfismos de G-espacios p: X — X'y ¢: X' — X",

Las definiciones de endomorfismo, isomorfismo, G-espacios isomorfos, automorfismo, mo-
nomorfismo, epimorfismo, seccién y retracciéon son las identicas a las dadas para monoides
y grupos, y las propiedades bésicas son las mismas. Los monomorfismos, epimorfismos, sec-
ciones y retracciones son cerrados bajo la composicién, toda retraccién es sobreyectiva, toda
seccion inyectiva, todo morfismo inyectivo un monomorfismo, y todo morfismo sobreyectivo
un epimorfismo. Un morfismo ¢: X — X’ es un isomorfismo si y sélo si es biyectivo.

Dados G-espacios X y X', designaremos con los simbolos Homg (X, X’), Isog(X, X'),
Endg(X) y Autg(X) a los conjuntos de morfismos de X en X', isomorfismos de X en X'
endomorfismos de X y automorfismos de X, respectivamente. Tal como en el caso de monoides
y grupos, Endg(X) es un monoide (cuyo elemento neutro es la funcién identidad) via la
composicién y Autg(X) es su grupo de unidades.

OBSERVACION 3.16. Si X es un G-espacio yo: X — X' es una funcidn, entonces hay una
tnica accion de G sobre X' que convierte a o en un isomorfismo de G-espacios. En efecto, si
este es el caso, entonces

g2 =ale g ) =090 (&)
y es facil ver que esta iguldad define una tal accion de G sobre X', que diremos es obtenida
a partir de la accion de G sobre X' por traslacion de estructura.

4. Mas ejemplos

Hasta ahora hemos visto un sélo ejemplo de accién de un grupo sobre un conjunto, el
dado por la accién, via traslaciones a izquierda, de un grupo G sobre el conjunto G/L, de las
coclases a izquierda de un subgrupo L. El objetivo de esta breve subseccién es proveernos de
muchos otros.

EJjEMPLO 3.17. Cada conjunto X es un G-espacio via la accion trivial g - x := x.

EJEMPLO 3.18. G actia sobre si mismo por conjugacion. Esto es, g-h := ghg~'. Mds ge-
neralmente, G actia por conjugacion sobre cada uno de sus subgrupos normales N. El nicleo
de esta accion es Cq(N).
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EJEmMpPLO 3.19. Si N y K son subgrupos de un grupo G y K C Ng(N), entonces K
actia sobre N por conjugacion. El nicleo de esta accion es KN Cg(N). Cuando K = G nos
reducimos al Ejemplo 3.18.

EJEMPLO 3.20. Todo subgrupo H de un grupo G actia fielmente sobre G por traslaciones
a izquierda. En simbolos, h - g := hg para todo h € H y g € G. Mds generalmente el subgrupo
H actia sobre G/L para cada subgrupo L de G via h-gL := hgL. El nicleo de esta accion es
HNNhea hLh~1.

EJEMPLO 3.21. G actia sobre el conjunto P(G), de partes de G, por conjugacion. Esto
es, g-S:=gSqg~'. El niicleo de esta accion es ZG.

EJEMPLO 3.22. El subconjunto Sub(G) de P(G) de los subgrupos de G es estable por la
accion del ejemplo anterior y, asi, G también actia sobre Sub(G) por conjugacion. El nicleo
de esta accion es (\yegun(c) Na(H)-

EsemMPLO 3.23. La clase de conjugacion de un subgrupo L de G es un G-espacio via
g-hLh™':=ghLh™ g~
El niicleo de esta accion es (e Na(hLh™1).

EJEMPLO 3.24. G actia fielmente sobre P(G) via g- S := gS. Esto es, por traslaciones a
izquierda.

EJEMPLO 3.25. G actia sobre el conjunto G\L de las coclases a derecha de un subgrupo
L de G via g- (Lh) := Lhg™"'. El niicleo de esta accién es (e hLh™*.

EJEMPLO 3.26. S,, actia fielmente sobre el anillo k[X1, ..., X,] de polinomios en n varia-
bles con coeficientes en un cuerpo k, via

0 P(X1,. .., Xn) = P(Xo1y,- s Xo(m):

EJEMPLO 3.27. S,, actua sobre el producto cartesiano X X --- x X de n copias de un
conjunto arbitrario X, via

g - (iL‘l, e ,{L‘n) = (l‘gfl(l), e ,.'L'O.fl(n)).

EJempLO 3.28. Cada subgrupo G de GL(V) actia fielmente sobre V wia g -v = g(v).
Esta es la acciéon natural de G sobre V.

EJEMPLO 3.29. El grupo ortogonal O(R™) actia fielmente sobre la esfera
§"1 = {w € R" : o] = 1},
via g - x = g(z).
EJEMPLO 3.30. La accién natural de Sx sobre X es la definida por o -z := o(x).

EJEMPLO 3.31. Para cada par de grupos G y N hay una accion de G en Hom(N, G), que
estd dada por (g- f)(n) := gf(n)g~!, para todo g € G, f € Hom(N,G) yn € N.

OBSERVACION 3.32. Tomemos un grupo G y consideremos a Hom(G,S,,) con la accién de

Sy obtenida en el ultimo ejemplo. Para cada f € Hom(G,S,) denotemos con I al conjunto
I, provisto de la accion de G determinada por f. Tomemos o € S,,. Como

oo f(g) = (o f)g)oo para todo g € G,
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la aplicacion

o: 1/ - 197
es un isomorfismo de G-espacios. En consecuencia queda definida una aplicacion del conjunto
de las orbitas de Hom(G,S,,) en el conjunto de las clases de isomorfia de G-espacios de n
elementos, que a la orbita que contiene a f le asigna la clase que contiene a ]L];. Esta aplicacion
es inyectiva pues si o: I — ]Ifll es un isomorfismo de G-espacios, entonces

gof(g)=f'(9)oo paratodo g€ G

y asi, f' = oo f. Pero también es sobreyectiva pues si X es un G-espacio de n elementos,
entonces tomando una biyeccion o: X — 1, obtenemos por traslacion de estructura, una
accion de G sobre I, que convierte a o en un isomorfismo de G-espacios.

5. Orbitas, puntos fijos y estabilizadores

Dos elementos x e y de un G-espacio X son conjugados si existe g € G tal que g-x = y.
Se comprueba facilmente que la relacién ~, definida por z ~ y si x e y son conjugados, es
de equivalencia. Por consiguiente determina una particién de X en clases llamadas clases de
conjugacion u drbitas. Denotamos con O, a la drbita que contiene a z y con OX o X/G al
conjunto de todas las érbitas de X. Por definicién

O,={g9g-z:9€G}

y Op = Oy si y sélo si x e y son conjugados.

Es evidente que si consideramos a X/G provisto de la accién trivial de G, entonces la
aplicacién canénica 7: X — X/G, definida por 7(z) := O,, es un morfismo de G-espacios.
Ademads para cada G-morfismo f: X — Y, de X en un conjunto Y provisto de la accién
trivial de G, existe un tinico G-morfismo f: X/G — Y tal que f = for.

Para cada subconjunto H de G denotamos con X al conjunto de los puntos de X que
son dejados fijos por H. En simbolos

X" .={re X :h-z=xparatodo h € H}.

Decimos que z € X es un punto fijo si g - x=x para todo g € G, es decir si z € X o, equiva-
lentemente, si O, = {z}. Claramente un subconjunto de X es un G-subespacio si y sélo si es
una unién de érbitas. Supongamos que X’ es un conjunto de representantes de las clases de
conjugacién de X. Es decir, que para cada x € X la inteseccién X’ N O, tiene exactamente
un elemento. Notemos que X, estd incluido en X’. Es obvio que

(23) XI= ) 10 =X+ ) 10l

zeX'’ TEX\XCE

Decimos que la acciéon de un grupo G sobre un conjunto X es transitiva o que G opera
transitivamente sobre X si tiene una soéla érbita. Por ejemplo la accion de un grupo G sobre
el conjunto G/L de las coclases a izquierda de uno de sus subgrupos L, dada por traslaciones
a izquierda, es transitiva. El estabilizador o grupo de isotropia de un elemento x de X es el
conjunto
G, ={9geG:g -x=uz}

Es evidente que G, es un subgrupo de G y que el nicleo de la acciéon de G sobre X es la
interseccién de los estabilizadores de todos los elementos de X.
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A continuacién calculamos los estabilizadores en algunos de los ejemplos introducidos en
la subseccién anterior.

EJEMPLO 3.33. Para el caso de la accion de un grupo G sobre el conjunto G/L de las co-
clases a izquierda de uno de sus subgrupos L dada por traslaciones a izquierda, el estabilizador
de cada hL es hLh™'. Esta accion no tiene puntos fijos a menos que L sea G.

EJEMPLO 3.34. Para el caso de la accion de un grupo G sobre uno de sus subgrupos
normales N dada por conjugacion, el estabilizador de cadan € N es Cg(n). Mds generalmente
st N y K son subgrupos de G tales que K C Ng(N) y K actia sobre N por conjugacion,
entonces el estabilizador de cadan € N es K N Cg(n).

EJEMPLO 3.35. En el caso de la accion de un grupo G sobre P(G) dada por conjugacion,
el estabilizador de cada subconjunto S de G es Ng(S). Un subconjunto S de G es un punto
fijo para esta accion si y solo si gSg~' = S para todo g € G.

PROPOSICION 3.36. Siy=g-z, entonces Gy =gG.g~ . En particular, si G, es un subgrupo
normal de G, entonces Gy = G.

DEMOSTRACION. Como
h-y=y&ehg-x=g-x&g 'hg o =u,
un elemento h de G pertenece a Gy, si y sélo si pertenece a gG,g™ 1. O

COROLARIO 3.37. Six ey estan en la misma orbita, entonces sus estabilizadores son iso-
morfos.

OBSERVACION 3.38. Supongamos que X es un G-espacio y tomemos x € X. Por la Pro-
posicion 3.36, para cada H conjugado a G, existe y € O tal que Gy = H. En consecuencia,
por los comentarios que preceden a la Observacion 1.176,

N= () G,
y€O0,
es el maximo subgrupo normal de G.
PROPOSICION 3.39. Si f: X =Y es un morfismo de G-espacios, entonces Gy C G

para todo x € X. Ademds si f es inyectivo, entonces elementos de orbitas distintas de X van
a parar a orbitas distintas de' Y y Gy = Gy para todo v € X.

DEMOSTRACION. Si g € G, entonces
g-f@)=flg-z)=[f(z)

Y, asi, g € G (). Supongamos ahora que f es inyectiva y que f(z) y f(z') estan en la misma
érbita. Entonces existe g € G tal que g - f(z) = f(2') y, de la igualdad

flg-2) =g f(z) = f(2)

se sigue que ¢ - x = x’. Por ultimo si f es inyectiva y g € G f(x), entonces de la igualdad
flg-a)=g-f(z) = f(z)

obtenemos inmediatamente que g € G. O

TEOREMA 3.40. Consideremos dos G-espacios X e Y, un subconjunto X' de represen-
tantes de las clases de conjugacion de X y una familia (y;)zcx’ de elementos de Y. Son
equivalentes:
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1. Hay un inico morfismo de G-espacios ®: X =Y, tal que ®(x) = y, para todo x € X'.
2. Hay un morfismo de G-espacios ®: X =Y, tal que ®(x) = y, para todo x € X'.
3. Gy C Gy, para todo xz € X'.
Ademds f es inyectivo si y sélo si todos los y,’s estan en orbitas distintas y G, = Gy, para
todo x € X'.

DEMOSTRACION. Es evidente que 1) implica 2) y debido a la proposicién anterior también
que 2) implica 3) y que se satisface la parte “sélo si” de la afirmacién adicional. Veamos que 3)
implica 1). Notemos que si ® existe, entonces

®(g-z)=g- -y, paratodoxe X',
y, por lo tanto, es Unico. Para terminar la demostracion, sélo debemos ver que esta definicién
de ® es correcta, lo cual se sigue inmediatamente de que
g r=¢g r=existeheGtalquegd =gh=9 yo=9 - (h - Yz) =9 Ya,

para todo x € X’. Resta probar que si todos los y,’s estan en érbitas distintas y G, = Gy,
para todo z € X', entonces ®: X — Y es inyectiva. Para ello tomemos z, 2z’ € X tales que
f(z) = f(7) yescribamos z =g-zy 2 =¢ -2’ conz,2’ € X'y g, € G. Como f(z)y f(Z)
estan en las érbita de y, y de y,s respectivamente, de la igualdad f(z) = f(z) se sigue que
x = 2’. Por lo tanto

9 Yy=fR)=f) =9 yo =9 v
de donde existe h € Gy, tal que ¢’ = gh. Pero entonces
Y=g -2 =gh-2d'=gh-x=g-2=2z,
pues, debido a la hipétesis, h € G,. (Il
OBSERVACION 3.41. Un morfismo de G-espacios f: X — Y es isovariante si G = G
para todo x € X. Debido a la Proposicion 3.39 y al Teorema 3.40 son equivalentes:
1. f: X =Y es isovariante.
2. La restriccion de f a cada orbita de X es inyectiva.

3. Ewiste un conjunto de representantes X' de las clases de conjugacion de X tal que
Gz = Gy para todo x € X'.

OBSERVACION 3.42. Del Teorema 3.40 se sigue inmediatamente que hay una correpon-
dencia biyectiva entre X y el conjunto de los morfismos de G-espacios de G/H en X, que a
cada x € X le asigna el 1inico morfismo f: G/H — X tal que f(H) = 2. Notemos ademds
que f siempre es sobreyectivo y que es inyectivo si y solo si G, = H.

EJjEMPLO 3.43. Como
(G/HY ={1H : H CIHI™"}
hay un morfismo de G-espacios f: G/H — G/H tal que f(H) = 1H siy sélo si H C IHI™!.
Ademds este morfimo es inyectivo si y sélo si H = IHI™'. Notemos que si H es finito esto es
trivial y ast, en este caso, (G/H)" = Ng(H)/H.

COROLARIO 3.44. Para cada G-espacio X y cada x € X, hay un isomorfismo de G-espa-
cios ®: G/Gy — Oy, tal que ®(g9Gy) = g-x para cada g € G. En consecuencia |Oy| = |G : G|
para cada r € X.
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Por ejemplo para cada elementos h de G y cada subgrupo H de G,
G Ca(h)|=Hghg™ :g€ G} vy  |G:Na(H)|=|{gHg " : g€ G}
Como aplicaciéon del corolario anterior obtenemos la siguiente

PROPOSICION 3.45. Si k es un cuerpo finito con q elementos, entonces

|GL(n, k)| = (¢" = 1)(¢" —q) - (¢" — ") = """V 2(¢" = 1)(¢" "t —1)- - (g — 1).

DEMOSTRACION. Procedemos por induccién en n. Es claro que GL(1, k) = k* tiene ¢ — 1
elementos. Supongamos que el resultado vale para n. Designemos con el simbolo k"t al
espacio de los vectores columna de n + 1 coordenadas y con e; al primer elemento de la base
canénica de k"1, Como la accién natural de GL(n + 1, k) sobre ‘k"*1\ {0} es transitiva,
por el Corolario 3.44,

|GL(n + 1, k)|

1= [EM {0} = :
4 A = TG+ 1 R

Es fécil ver que GL(n + 1, k)., es el conjunto de las matrices cuya primera columna es e; y,
usando esto, que | GL(n + 1, k)¢, | = ¢"| GL(n, k)|. Asi, por hipétesis inductiva

|GL(n+1,k)| = (¢"™ = 1)¢"| GL(n, k)| = ("' = (@™ —q) - (@' — "),
como queriamos. O
Veamos otra aplicacion del Corolario 3.44.

OBSERVACION 3.46. Fijemos un elemento h de un grupo G. Es obvio que (h) C Cg(h).
Ademds, por el Corolario 3.44 y el teorema de Lagrange,

G| = {ghg™" : g € G}|| Ca(h)].
Por ejemplo, esta férmula combinada con la (21) debida a Cauchy, nos dice que
(24) |Cs, (0)] = 1" 12! - - - n%" ! para cada permutacion o,

donde (aq,...,an) es la estructura ciclica de o. Comparando el orden de o (que es el mini-
mo maltiplo comin de los érdenes de los ciclos que aparecen en su descomposicion ciclica)
con (24), concluimos que Cg, (0) = (o) si y sélo si los ordenes de sus ciclos son coprimos dos
a dos (en particular, son todos distintos).

EJERCICIO 3.47. Supongamos que G es un grupo simple infinito. Pruebe que:

1. Sig € G es distinto de 1, entonces la clase de conjugacion de g es un conjunto infinito.

2. 51 H es un subgrupo no trivial de G, entonces la clase de conjugacion de H es un
conjunto infinito.

Por 1ltimo damos dos aplicaciones del Corolario 3.44 que son algo mas tedricas que las
anteriores.

PROPOSICION 3.48. Si un subgrupo de un grupo finito G contiene algin elemento de cada
clase de conjugacion de G, entonces coincide con G.
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DEMOSTRACION. Tomemos un subgrupo propio L de G y consideremos la accién de G
sobre Sub(G) dada por conjugacién. Dado que por el Corolario 3.44

UgLs ™| <16 Na(DI(L| = 1) + 1< |G LI(L| = 1) +1 =G| = |G : L] +1,

existe h € G tal que h ¢ gLg~! para ningtin g € G o, lo que es claramente equivalente, que
L no corta a la clase de conjugacion de h. O

Por supuesto que en general el teorema de Cayley no es optimo. Vamos a ver un caso en
el que si lo es. Un subgrupo H de un grupo G es minimal si H #0y L < H implica L=1 o0
L = H. Es claro que no todo grupo no trivial tiene subgrupos minimales. Por ejemplo Z no
los tiene. Sin embargo es muy facil ver que todo grupo finito y no trivial contiene subgrupos
minimales. Por dltimo es claro también que si H es un subgrupo minimal de Gy ¢: G — G
es un automorfismo, entonces ¢(H) también es un subgrupo minimal de G. En particular si
un grupo tiene un unico subgrupo minimal, este necesariamente es caracteristico.

PROPOSICION 3.49. Si G es un grupo finito que tiene un tnico subgrupo minimal y X es
un G-espacio fiel, entonces | X| > |G].

DEMOSTRACION. Denotemos con H al tunico subgrupo minimal de G. Afirmamos que
existe x € X tal que G, =1. En efecto, en caso contrario H C G, para todo x € X, lo que se
contradice con que el niicleo (), .y Gz, de la accién de G sobre X que estamos considerando
es 1. En consecuencia | X| > |O0;| = |G]. O

Notemos que el grupo cuaterniénico Hom satisface la hipotesis del teorema anterior. Otro
ejemplo es Z,r, donde p,r € IN y p es primo. En consecuencia si S,, tiene un subgrupo isomorfo
a Hom, entonces n > 2™ *! y si S, tiene un subgrupo isomorfo a Zyr, entonces n > p". Dado
que D, contiene a un subgrupo isomorfo a Z,-, se sigue de esto que si S,, tiene un subgrupo
isomorfo a D), entonces n > p".

5.1. La ecuacién de las clases

Combinando el Corolario 3.44 con la férmula (23), obtenemos que
(25) X| =X+ ) 1G:Gal,
TEX\XC
donde X’ es un conjunto de representantes de las 6rbitas de X. Una observacién que ser til

mas adelante es que los cardinales |G : G|, que aparecen en esta férmula, dividen propiamente
a |G|. Veamos ahora que nos dice este resultado en alguno de los ejemplos introducidos arriba.

Accién de G sobre si mismo por conjugacién: En este caso la férmula (25) da la
llamada ecuacion de las clases

Gl=12GI+ Y 16:Calo)l,
geX'\Z @G
en la cual X’ es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de G.

Accién de G sobre un subgrupo normal N por conjugacion: En este se reduce
a la igualdad

IN[=[NNZGl+ Y |G:Caly)l,
geX'\Z G
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donde X’ es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de G incluidas
en N.

Accién de G sobre Sub(G) por conjugacién: Dado que en este caso Sub(G)% es
el subconjunto SubN(G) de Sub(G) formado por los subgrupos normales de G y que
G = Ng(H) para todo subgrupo H de G, la férmula (25) deviene

|Sub(G)| = [SubN(G)[+ > |G:Ng(H)|,
HeX'\SubN(G)

donde X’ es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de Sub(G).

Accién de G sobre P(G) por conjugacién: En este caso la férmula (25) se trans-
forma en
29 = |PaN(G)[+ > |G :Ng(9),
SeX’\PaN(Q)

donde X’ es un conjunto de representantes de las érbitas de P(G) y PaN(G) es el
conjunto de los subconjuntos S de G tales que gSg~! = S para todo g € G.

A continuacién usamos la ecuacién de las clases para probar que para ningtin n € IN hay
una cantidad infinita de grupos finitos con exactamente n clases de conjugacion.

LEMA 3.50. Fijemosn € N y q € Q. Eziste solo una cantidad finita de n-uplas (i1, ..., i)
de numeros naturales, tales que g = Z;'l:1 1/i;.

DEMOSTRACION. Procedemos por induccién en n. El caso n = 1 es trivial. Supongamos
que el lema es cierto para uplas de longitud n— 1. Para probar que lo es para uplas de longitud
n es suficiente ver que hay sélo un nimero finito de n-uplas (i1, ..., 4,) de nimeros naturales
tales que 11 < - < i ¥y qg = 2?21 1/ij. Pero esto es cierto, porque en cada una de estas
n-uplas i; < n/q y, por la hipdtesis inductiva, para cada nimero natural k& < n/q sélo hay
una cantidad finita de (n — 1)-uplas (ia, ..., i,) que satisfacen ¢ — 1/k =37, 1/i;. O

TEOREMA 3.51. Para cadan > 1, sélo hay una cantidad finita de grupos finitos que tienen
exdctamente n clases de conjugacion.

DEMOSTRACION. Si G es un grupo finito con n clases de conjugacién, entonces la ecuacién
de las clases nos dice que

Gl =G : Calg))l,
j=1

donde {g1,...,9n} es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de G. Por
consiguiente

- 1
1=y —— .
jz_; 1Ca(9;)]

Por una parte, el méximo valor que toman los nimeros |Cg(g;)| es |G|, y ocurre cuando
g € ZG. Por otra parte, por el Lema 3.50, dicho valor estd acotado por un M > 0. En conse-
cuencia |G| < M, y para concluir la demostracién basta notar que sélo hay finitos grupos no
isomorfos de orden menor o igual que M. ([l
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5.2. k-transitividad

Consideremos un G-espacio X y un entero positivo k. Decimos que la accién de G sobre
X es k-transitiva o que G opera k-transitivamente sobre X, si para cada par {zi,...,zx} e
{y1,...,yx} de subconjuntos de k elementos de X, existe g € G tal que g-x1=y1, ..., 9Tk =Yk.

EJEMPLO 3.52. La accion natural de S, sobre I, es n-transitiva. Afirmamos que la accion
de A, sobre I, inducida por ella es n — 2 transitiva. En efecto, para cada par {z1,...,Tp_2}
e {y1,...,Yn—2} de subconjuntos de n — 2 elementos de L, existe o € S,, tal que o(x;) = y;
para todo i. Si o € Ay, ya estd. Si no, tomando z1,z2 € X \ {y1,...,Yn—2} y considerando
o' :=(z1,22) oo obtenemos una permutacion par o’ que también satisface o' (x;) = y;.

PROPOSICION 3.53. Supongamos que k > 2 y que X es un G-espacio. Son equivalentes:

1. G opera k-transitivamente sobre X.
2. G opera transitivamente sobre X y la accion de Gy sobre X \ {x} es (k—1)-transitiva,
para cada x € X.

DEMOSTRACION. 1) = 2) No hay duda de que G opera transitivamente sobre X. Tome-
mos x € X. Por hipétesis, para cada par {z1,...,2x-1} € {y1,...,yx—1} de subconjuntos de
k — 1 elementos de X \ {z}, existe g€ Gtalqueg-x =2y g -1 =9y1,...,9 * Th—1 = Yk—1-
Esto muestra que G, opera (k — 1)-transitivamente sobre X \ {z}.

2) = 1) Tomemos subconjuntos {z1,...,x;} € {y1,...,yr} de k elementos de X. Como G
opera transitivamente sobre X y G, opera (k — 1)-transitivamente sobre X \ {z1} existen
geGyheG, talesqueg-y1 =1 yh-22=9-y2,...,h-xp_1 = g-yg—1. Pero entonces
(7'h) - x1=y1,.. ., (g7 h) - 2 = U

5.3. Contando orbitas

Recordemos que para cada G-espacio X el simbolo OX denota al conjunto de érbitas de
la accién y que para cada elemento g de G designamos con X9 al conjunto {z € X : g-x =z}
formado por los puntos de X que son dejados fijos por g. El siguiente resultado es conocido
como lema de Burnside, pero es debido a Frobenius.

TEOREMA 3.54. Para cada G-espacio X, los cardinales de los conjuntos X9 y OX estan
relacionados por la siguiente igualdad:
0X|IG] = > |1X9].
geG
DEMOSTRACION. En - . |X9| cada 2 € X es contado |G| veces (pues G consiste de
todos los g € G tales que x € XY). Puesto que |G| = |G| siempre que x e y estan en la misma
érbita, y que la 6rbita de z tiene |G : G| elementos, en la suma de arriba los elementos de O,

aportan en total el valor |G| = |G : G;||G4|. Recorriendo todas las érbitas de X obtenemos
que |OX||G| = > [ X7], como queremos. O

EJEMPLO 3.55. La cantidad de clases de conjugacion de un grupo finito G es igual a

,(E‘Zma(gn,

geG
En efecto, para la accion de G sobre si mismo via conjugacion,

GI={heG:ghg ' =h} ={hcG:hgh™ =g} = Cqlyg).
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COROLARIO 3.56. Si G es un grupo finito y X es un G-espacio transitivo con mds de un
elemento, entonces existe g € G tal que X9 = ().

DEMOSTRACION. Como X es transitivo, tiene una séla érbita. En consecuencia, por el

Teorema 3.54,
Gl =) 1X7|
geG

y, como | X! = |X| > 1, debe existir g € G tal que X9 = (). O

6. Teoremas de Sylow

Fijemos un numero primo p. Un grupo finito es un p-grupo si su orden es una potencia
de p. Supongamos que GG es un grupo de orden n = p“m con « > 0 y m coprimo con p.
Por definicién un p-subgrupo de Sylow de G es un subgrupo de G de orden p®. Cuando p
esté claro o no nos interese hablaremos también de subgrupos de Sylow. En esta secciéon vamos
a probar un teorema muy importante, que asegura, entre otras cosas, que el conjunto de los
p-subgrupos de Sylow de G no es vacio. El teorema tiene tres items conocidos como primer,
segundo y tercer teorema de Sylow, respectivamente. Esta es la razén del plural en el titulo.
Antes de enunciar el resultado principal necesitamos establecer un par de lemas.

LEMA 3.57 (Teorema de Cauchy). Si el orden de un grupo finito G es divisible por un
primo p entonces G contiene un elemento de orden p.

DEMOSTRACION. Consideremos el subconjunto X de GP formado por todas las p-uplas
(91,--.,9p) tales que g; - -- g, = 1. El grupo ciclico Z,, actia sobre X via

i (glv'” 7gp) = (gl-‘ri?‘ <y9ny 915 - - - 791)
Los puntos fijos de X son las p-uplas constantes (g,...,g) tales que g? = 1. Como p divide
a |X| =|G|P~! y cada érbita que no es un punto fijo tiene cardinal p, de la igualdad (23) se

sigue que la cantidad de puntos fijos de X es un multiplo de p. En consecuencia, existe g # 1
en G tal que g = 1. O

La nocién de p-grupos se puede extender a grupos infinitos. La caracterizacion dada abajo
indica la manera correcta de hacerlo.

COROLARIO 3.58. Un grupo finito G es un p-grupo si y solo si el orden de cada uno de
sus elementos es una potencia de p.

En la demostracion del teorema de Sylow usaremos el teorema de Cauchy con G abeliano.
Bajo esta hipétesis es posible dar una prueba alternativa del ultimo por induccién en |G|/p,
y obtener luego el caso general como un corolario inmediato del primero.

DEMOSTRACION ALTERNATIVA DEL TEOREMA DE CAUCHY, PARA G ABELIANO. El resultado
es obvio cuando |G|/p = 1. Para el paso inductivo tomemos g € G tal que |g| > 1. Si p divide
a |g|, entonces gl9/P tiene orden p. Si no, p divide a |G/(g)| y, por hipétesis inductiva, existe
h € G, tal que su clase en G/(g) tiene orden p. Pero entonces el orden de h es miltiplo de p
y hlP/P tiene orden p.

LEMA 3.59. Supongamos que P es un p-subgrupo de Sylow de G y que H un p-subgrupo
de G. 81 H normaliza a P, entonces H estd incluido en P.
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DEMOSTRACION. Por hipétesis H P es un subgrupo de Ng(P) y P es un subgrupo normal
de HP. Entonces por el tercer teorema del isomorfismo HNP<H y HP/P~ H/H NP, de
lo cual se sigue que

|HP| = |HP: P||P|=|H : HnN P||P|
es una potencia de p. En consecuencia, como PU H C HP, y P es un p-grupo maximal,
H < P. O

TEOREMA 3.60 (Sylow). Si G es un grupo finito y p es un primo que divide a |G|, entonces

1. La cantidad de p-subgrupos de Sylow de G es congruente a 1 mddulo p.
2. Todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados.

3. Todo p-subgrupo H de G estd incluido en un p-subgrupo de Sylow de G. Ademds, la
cantidad de p-subgrupos de Sylow de G que contienen a H es congruente a 1 mddulo p.

DEMOSTRACION. Primero probemos que el conjunto de los p-subgrupos de Sylow de G no
es vacio. Procedemos por induccién en |G|/p. Cuando |G|/p = 1, esto es trivial. Supongamos
que el resultado es cierto cuando |G|/p < n'y que |G|/p = n. Si G tiene un subgrupo propio H
cuyo indice es coprimo con p, entonces todo p-subgrupo de Sylow de H (por hipétesis induc-
tiva al menos hay uno) lo es también de GG. Podemos suponer entonces que ningin subgrupo
propio de G tiene indice coprimo con p. De la ecuacion de las clases

Gl =12GI+ Y 1G:Cal9)l,
geX\ZG
se sigue que p divide a |Z G|. En consecuencia, por el Lema 3.57, el centro de G tiene un
elemento g de orden p. Como g es central, () <G. Ademés p divide al orden de G/{g), porque
si no el indice de (g) serfa coprimo con p. Tomemos un p-subgrupo de Sylow P’ de G/{g) y
consideremos su preimagen P por la proyeccién canénica w: G — G/(g). La igualdad
|P| = |gl|P'| = p| P
muestra que P es un p-subgrupo de Sylow de G. Fijemos un tal P y llamemos X a su clase
de conjugacion. Cada p-subgrupo H de G actia por conjugacién sobre X. Por el Lema 3.59,
X" ={gPg™": H CNg(gPg ")} ={gPg': H C gPg'}.
Por otra parte
(XM =]X] (méd p),
puesto que X \ X es una unién disjunta de érbitas no triviales y, por el Corolario 3.44, el
cardinal de cada érbita no trivial de X es una potencia positiva de p. Asi,
{gPg™': H CgPg™ '} =|X| (méd p).
Como {gPg~! : P C gPg~!'} = {P}, tomando H = P en esta igualdad, concluimos que
|X| =1 (méd p) y, en consecuencia, que
{gPg~': HC gPg '}[=1 (méd p).

Aplicando esta férmula con H un p-subgrupo de Sylow se obtiene el item 2). Considerando
ahora H arbitrario se verifica que vale el item 3). Finalmente, el item 1) se sigue del 3)
tomando H = 1. O

1

para cada grupo finito G, designamos con el simbolo Syl,, GG al conjunto de los p-subgrupos
de Sylow de G.
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COROLARIO 3.61. Supongamos que G es un grupo finito y que p es un primo que divide a
|G|. La cantidad de p-subgrupos de Sylow de G es |G : Ng(P)|, donde P € Syl, G es arbitrario.

DEMOSTRACION. Dado que la accién de G sobre Syl, G por conjugacién es transitiva,
|Syl, G| = |G : Gp| = |G : Ng(P)|. O

COROLARIO 3.62. Si G es un grupo de orden p"m con p primo y m coprimo con p,
entonces | Syl, G| divide a m.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata del Corolario 3.61. O

COROLARIO 3.63. Supongamos que P es un p-subgrupo de Sylow de un grupo finito G.
Son equivalentes:
1. P es un subgrupo completamante normal de G.
2. P es un subgrupo normal de G.
3. P es el unico p-subgrupo de Sylow de G.

DEMOSTRACION. 1) = 2) Es trivial.
2) = 3) Por el item 2) del Teorema 3.60.
3) = 1) Si G tiene sélo un p-subgrupo de Sylow P, entonces P es completamente normal

en (G, porque la imagen de P por un endomorfismo de G es un p-subgrupo de G que, por el
item 3) del Teorema 3.60, estd incluido en P. O

PROPOSICION 3.64. Si (P;);er es una familia de subgrupos de Sylow de un grupo finito
G, que contiene exdctamente un p-subgrupo de Sylow para cada primo p que divide a |G|,
entonces G estd generado por J;c; B;.

DEMOSTRACION. Consideremos el subgrupo G’ de G generado por | J;.; P;. Como P; < G/,
el orden de P; divide a G’ y, como los |P;|’s son coprimos dos a dos, |G| = [];c; || también
divide a G'. Por lo tanto G’ = G. O

OBSERVACION 3.65. Consideremos un subgrupo H de un grupo finito G y fijemos un
divisor primo p de |H|. Por el item 3) del Teorema 3.60, todo p-subgrupo de Sylow Py de H
estd incluido en un p-subgrupo de Sylow P de G y, ademds, Pg = PN H. En consecuencia,

| Syl, H| < [Syl, G|.

Supongamos que P’ es otro p-subgrupo de Sylow de G. Por el item 2) del mismo teorema,
sabemos que existe g € G tal que P' = gPg~!, de lo cual se sigue que

gPug ' =P NngHg™".
Por consiguiente, si H es normal, entonces PN H € Syl, H para cada P € Syl,G (en par-
ticular, cada p-subgrupo normal de G estd incluido en todos los p-subgrupos de Sylow de G ).
Ademds PH/H € Syl,(G/H), porque

|PH/H| = |P/(P N H)|
es una potencia de p y

|G/H : PH/H| = |G : PH|
es coprimo con p. Usando que
PH ., gPHg' gPg'gHg' gPg'H
H - H H - H
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y que todos los elementos de Syl,(G/H) son conjugados, es facil ver ahora que todos los sub-
grupos de Sylow de G/H son de esta forma.

PROPOSICION 3.66. Si H es un subgrupo normal de un grupo finito G y p es un primo
que divide a |H|, entonces |Syl, H| divide a |Syl, G|. Ademds
Sy, Gl _ [Na(Pu)| _ |G : H||Nu(Py))
|Syl, H] [ Na(P)] [Ne(P)|

donde Py y P son p-subgrupos de Sylow arbitrarios de H y G, respectivamente.
DEMOSTRACION. G acttia sobre Syl, H por conjugacién, porque
gPgg ' CgHg '=H para todo Py € Syl, H y g € G.

Ademas, esta accién es transitiva debido a que lo es su restriccién a H y, dado que Ng(Pp)
es el estabilizador de Py para la accion de G,

|Syl, H| = |G : Na(Pg).
Tomemos P € Syl, G tal que PN H = Py. Como para todo g € Ng(P),
gPug ' =g(PNH)g ' =gPg ' NgHg ' =gPg ' NH=PNH=Py
el grupo Ng(P) estd incluido en Ng(Pp). En consecuencia,

|H : Ny (Py)| = |Syl, H| = |G : Ng(Py)| divide a |G : Ng(P)| = |Syl, G|.

Finalmente
No(Pa)l _ 1G:Na(P)| _ ISy, Gl _ |G:Na(P)| _ |G : H||Nu(Pg)|
INa(P)| |G :Ng(Pu)l [Syl,H| [H:Npg(Py)l INa(P)]

como afirmamos. O

PROPOSICION 3.67. Si H es un subgrupo mnormal de un grupo finito G y p es un primo
que divide a |G/H|, entonces |Syl,(G/H)| divide a | Syl, G|.

DEMOSTRACION. Claramente G actiia sobre {PH/H : P € Syl, G} por conjugacién y
esta accién es transitiva. Puesto que Ng(P) estd incluido en el estabilizador Gpuz de PH/H y

que |SylL,(G/H)| = |G : G%L el cardinal de Syl,,(G/H) divide a |G : Ng(P)| 2 |Syl, G|. O

DEMOSTRACION. Claramente G actiia sobre {PH/H : P € Syl, G} por conjugacién y
esta accién es transitiva. Como Ng(P) C Gpy/g vy |Syl,(G/H)| = |G : Gpy/gl, el cardinal
de Syl,(G/H) divide a |G : Ng(P)| = | Syl, G|. O

6.1. Algunos ejemplos

El objetivo de esta subseccién es determinar los subgrupos de Sylow de algunos grupos
finitos.

EJEMPLO 3.68. Es facil ver que ((1,2)), ((1,3)) v ((2,3)) son los 2-subgrupos de sylow de
S3 y que ((1,2,3)) es su unico 3-subgrupo de Sylow.
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EJEMPLO 3.69. Consideremos el grupo simétrico Sy. Como se trata de un grupo de orden
4! = 23 x 3, sus 2-subgrupos de Sylow tienen orden 8 y sus 3-subgrupos de Sylow, orden 3.
Dado que los unicos elementos de orden 3 de Sy son sus ocho 3-ciclos, los ultimos son los
grupos ciclicos

((1,2,3)), ((1,2,4)), ((1,3,4)) y ((2,3,4)).
Por otra parte, como
H = {id, (1,2) 0 (3,4), (1,3) 0 (2,4), (1,4) 0 (2,3)}

es invariante, estd incluido en todos los 2-subgrupos de Sylow de S4. Por lo tanto, estos son
los subgrupos P, := (o, H), con o € S4\H un elemento cuyo orden es una potencia de 2.
Por ejemplo, podemos tomar como o a un 4-ciclo. Mds atin, por el Teorema 2.2 y el item 2)
del teorema de Sylow, sabemos que todos los 2-subgrupos de Sylow de Sy tienen esta forma.
Puesto que (o) = (o3), los tinicos candidatos son Pa2say, Pagaz) v Pagaea). Un cdlculo
directo muestra que

P(1,2,3,4) = {lda (17 3)a (Qa 4)7 (1a 2) o (3a 4)7 (1a 3) o (Qa 4)7 (1a 4) © (23 3)7 (1a 27 37 4)7 (L 4a 37 2)}7

P(1,2,4,3) = {lda (17 4)a (Qa 3)7 (1a 2) o (3a 4)7 (1a 3) o (Qa 4)7 (1a 4) © (23 3)7 (1a 27 47 3)7 (L 3a 47 2)}

Y
P(1,3,2,4) = {lda (17 2)7 (37 4)? (]-a 2) © (37 4)? (]-a 3) © (27 4)? (]-a 4) © (27 3)? (]-a 35 27 4)7 (]-a 45 25 3)}
Finalmente, como P(1 234y estd generado por las permutaciones
o:=(1,2,3,4) y 71:=(1,4)0(2,3),

2 oo =1id, los grupos P(1 234y, F(1243) Y P(1,324) son isomorfos a Dy.

1

y04:7' =TOoO0OT

EJEmMPLO 3.70. Parte de los argumentos usados en el ejemplo anterior muestran que

((1,2,3)), ((1,2,4)), ((1,3,4)) y ((2,3,4))
son los 3-subgrupos de Sylow de Ay, y que H ~ Zis X Ziy es su unico 2-subgrupo de Sylow.

EJemMpPLO 3.71. Consideremos el grupo diedral D,. Recordemos que D, estd generado por
dos elementos x e y sujetos a las relaciones

1

=1, *=1 e yay lz=1,

Y que
Dp={1,....2" 1y, ... 2"y}
Recordemos también que

- Los elementos z'y tienen orden 2.
- Los elementos x* tienen orden n/(n : ).

- El subgrupo (') de D,, es invariante para todo 1.
Escribamos n = 2™t con t impar, de manera que |D,| = 2™t Afirmamos que:

1. Todos los 2-subgrupos de Sylow de D,, son isomorfos a Dam, y hay t de ellos (aqui de-
bemos interpretar a D1 como el grupo ciclico de orden 2).

2. 5t p es un primo impar que divide a t, entonces D, tiene un unico p-subgrupo de
Sylow, el cual es ciclico.
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El item 2) se sigue inmediatamente de que si t = p“v con v coprimo con p, entonces <:U2m”>
tiene orden p" y es invariante. Consideremos ahora el item 1). Como (z*) < D,, y |at| = 2™,
todos los 2-subgrupos de Sylow de Dy, incluyen a (x'). En consecuencia, dado que el orden de
ningun x* € Dy, \ <$t> es una potencia de 2, los posibles 2-subgrupos de Sylow de D, son los
subgrupos K; := (z'y,2t) = (z')(z'y), donde la 4iltima igualdad vale porque (x') es normal.
De hecho, como '

|<xt><$zy>| — ’<xt>‘|<$1y>| _ 2" x 2

GRET
todos los K; son, efectivamente, 2-subgrupos de Sylow de D,,. Puesto que
K = (a'y,a') = {27 y,2 0 < j < 2™,
es claro que K; = Ky si y sdlo si i’ =i (mdd t). Asi, los 2-subgrupos de Sylow de D,, son

eractamente Ko, ..., Ky 1. Para ver que K; es isomorfo a D, es suficiente notar que tiene
orden 2™t1 y que los elementos x'y y x* generan K; y satisfacen

@) =1, (@'y)?=1 y (2'y)a’(a’y) 2’ =1.

—_ +1
=9om ,

EJEMPLO 3.72. Recordemos que el grupo cuaternionico generalizado H,, estd generado por
dos elementos x e y sujetos a las relaciones

1

"yl =1 e yry lz=1,

Y que
H,={1,....22" Ly, ... 22 1y}
Recordemos también que
- Los elementos z'y tienen orden 4.
- Los elementos o tienen orden 2n/(2n : i).
- El subgrupo (z*) de H, es invariante para todo i.
Escribamos n = 2™t con t impar, de manera que |H,| = 2™*2t. Afirmamos que:
1. Todos los 2-subgrupos de Sylow de Hy, son isomorfos a Ham, y hay t de ellos (aqui de-
bemos interpretar a Hy como el grupo ciclico de orden 4).

2. Si p es un primo impar que divide a t, entonces H, tiene un tunico p-subgrupo de
Sylow, el cual es ciclico.

El item 2) se sigue inmediatamente de que sit = p“v con v coprimo con p, entonces <x2m+1”>
tiene orden p* y es invariante. Consideremos ahora el item 1). El subgrupo (x') de H,, estd in-
cluido en todos los 2-subgrupos de Sylow de Hy, porque es invariante y tiene 2m+L elementos.
En consecuencia, como el orden de ningin z* € H, \ (z') es una potencia de 2, los posibles
2-subgrupos de Sylow de H,, son algunos de los subgrupos L; = (z'y, zt) = (x!)(z'y), donde
la dltima igualdad vale porque (xt) es invariante. Notemos ahora que
(xiy)2 — a:iyxiy_lyf — y2 —

y, por lo tanto, (z'y) N (xt) = {1,2"}. Asi,

: [(@)][(z'y)] _ 2mF! x4

(") (@'y)| = 775 v
(=) O (=) 2
lo que muestra que todos los L; son 2-subgrupos de Sylow. Puesto que
L;= (wiy,xt> _ {l'tj+iy,1‘tj -0 S] < 2m+1}’
97
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es claro que L; = Ly si y sdlo si i’ =i (mdd t). Asi, los 2-subgrupos de Sylow de H,, son
ezactamente Lo, ..., Li_1. Para ver que L; es isomorfo a Hom es suficiente notar que tiene
orden 212 y que 'y y x* generan L; y satisfacen

@) (@) P =1 y (a'y)a(a'y) '’ =1,

EJEMPLO 3.73. Consideremos un grupo simétrico S,, con p primo. Como |S,| =p! yp es
coprimo con (p—1)!, cada p-subgrupo de Sylow de S, es ciclico de orden p y ast estd generado
por un p-ciclo. Como la cantidad de los p-ciclos de S, es (p — 1)! y cada subgrupo ciclico de
orden p de S, tiene p — 1 de estos p-ciclos, la cantidad de p-subgrupos de Sylow de S, es

(p—2) = (];__11)'
En consecuencia, por el item (1) del teorema de Sylow
(p—2)!'=1 (mdd p),
que es lo que dice el famoso teorema de Wilson.
EJEMPLO 3.74. Supongamos que k es un cuerpo de p"™ elementos con p primo (mds ade-

lante veremos que el cardinal de un cuerpo finito siempre es una potencia de un primo). Por
la Proposicion 3.45 sabemos que, cualquiera sea m, el orden de GL(n, k) es

pmn(n—l)/2(pmn - 1)(pm(n—1) - 1) . (pm - 1).

En consecuencia, como p es coprimo con (p"" — 1)(pm("*1) —1)---(p™ —1), los p-subgrupos
de Sylow de GL(n,k) tienen p(n=1/2 clementos. Puesto que este es el orden del subgrupo
UT(n,k) de GL(n,k), formado por las matrices triangulares superiores que tienen 1 en la
diagonal principal, UT(n, k) es un p-subgrupo de Sylow de GL(n, k).

TEOREMA 3.75 (Frattini). Si H es un subgrupo normal de un grupo finito G y P es un
p-subgrupo de Sylow de H, entonces G = H Ng(P). En particular, P es un subgrupo normal
de H si y solo si es un subgrupo normal de G.

DEMOSTRACION. Tomemos g € G. Como H es normal, gPg~! C gHg~! = H. En con-
secuencia, por el item 2) del teorema de Sylow, existe h € H tal que hgPg~'h~! = P. Asi,
g=h"thg € HNg(P). O

COROLARIO 3.76. S un subgrupo H de un grupo finito G contiene al normalizador de un
subgrupo de Sylow P de G, entonces Ng(H) = H.

DEMOSTRACION. Debido al Teorema 3.75, como H es normal en Ng(H),
Ng(H) = HNNG(H)(P) C HNg(P)=H,

como queremos. O

6.2. Algunas aplicaciones

En esta subsecciéon establecemos algunos resultados que son consecuencia mas o menos
directa del teorema de Cauchy, los Teoremas de Sylow y sus corolarios. El primero es la
clasificacion de los grupos finitos cuyo orden es producto de dos primos distintos. La prueba
que damos usa de manera escencial el teorema de Cauchy.
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TEOREMA 3.77 (Caracterizacién de grupos de orden pq). Supongamos que G es un grupo
de orden pq con p y q primos y q < p.

- St G es abeliano, entonces G ~ L.

- 81 G no es abeliano, entonces q divide a p — 1, el conjunto
R={relN:1<r<pyr?=1 (médp)}

no es vacio y G estd generado por elementos g y h, de drdenes p y q respectivamente,
que satisfacen hgh™ = g™, donde ry es el minimo elemento de R. En particular, G
es producto semidirecto interno de los subgrupos (g) y (h).

DEMOSTRACION. Por el teorema de Cauchy, existen g,k € G con [{(g)| = py [{9)| = q.
Ademas, por el Corolario 3.13, el primero es normal. Si (k) también lo es, entonces

l9,k] = gkg™ 'k~ € (g) N (k) =1
y asi G = (g) x (k) ~ Z,,. Supongamos ahora que (k) no es normal. Como (g) si lo es, existe
0 <r < ptal que kgk~!' = ¢g". Un argumento inductivo muestra ahora que k'gk~" = gri para
todo ¢ > 1, por lo que
9" =klgk™? =g,

lo cual implica que r? = 1 (mdd p). Por otra parte, dado que la igualdad kgk~! = 1 es
imposible y que G no es conmutativo, debe ser r > 1. Por lo tanto, como ¢ es primo, ¢ es
el orden de r en Z;. En consecuencia, por el teorema de Lagrange, ¢ divide a \Z;| =p-—1.
Como la ecuacién X9 = 1 no puede tener mds de g raices en Z, y cada potencia de r es una
raiz, existe a < ¢ tal que r® = rg (mdd p), donde ry es el minimo de los enteros s tales que

l<s<p y =1 (méd p).

Tomemos h = k% # 1. Puesto que k = h®, donde 3 € Z4 es el inverso multiplicativo de o, el
grupo G esta generado por g y h. Finalmente, como

W= (k)1 =(k)*=1 y hgh™' =k%k *=g" =g",
los elementos g y h satisfacen las relaciones requeridas en el enunciado. Il

Supongamos que p y ¢ son primos y que ¢ divide a p — 1. Por el teorema de Cauchy Z;
tiene un elemento r de orden . Por el Ejemplo 1.143, sabemos que para cada uno de estos r
hay un grupo de orden pq generado por elementos g y h, de érdenes p y g respectivamente,
que satisfacen hgh™! = ¢".

En el resto de esta subsecciéon denotaremos con n, a la cantidad de p-subgrupos de Sylow
de un grupo finito G.

PROPOSICION 3.78. Ningin grupo de orden p*q, donde p y q son dos mimeros primos
distintos, es simple. Mds precisamente, todo grupo G de este orden tiene un subgrupo normal
de orden p? o un subgrupo normal de orden q.

DEMOSTRACION. Por el Corolario 3.62, forzosamente ng = 1, ng = p o ng = p?. En el
primer caso el inico g-subgrupo de Sylow de G es normal debido al Corolario 3.63 . Por el
item 1) del teorema de Sylow, en el segundo p = 1 (méd q), por lo que p > ¢q. Puesto que,
nuevamente por el Corolario 3.62 y el item 1) del teorema de Sylow, n,, | ¢ y n, =1 (méd p),
esto implica que n, = 1, y asi G tiene un tunico p-subgrupo de Sylow, el cual es normal,
nuevamente por el Corolario 3.63. Por tltimo en el tercer caso el grupo G tiene p?(q — 1)
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elementos de orden ¢ y los restantes p? elementos de G sélo pueden formar un p-subgrupo de
Sylow de G, el cual es normal por la misma razoén que antes. O

PROPOSICION 3.79. Ningin grupo de orden 2pq, donde p < q son dos niimeros primos
impares, es simple. Mds precisamente, si G es un grupo de ese orden, entonces G tiene un
subgrupo normal de orden p o un subgrupo normal de orden q.

DEMOSTRACION. Por el item 1) del teorema de Sylow, existen enteros no negativos h,,
y hg tales que n, = hyp +1y ng = hgq + 1. Denotemos con S a la unién de todos los
p-subgrupos de Sylow de G y todos los g-subgrupos de Sylow de G. Si el resultado es falso,
entonces hp, hy > 1 por el Corolario 3.63 y, por lo tanto,

(G\S)U1]=2pg— ((hpp+1)(p—1) + (hgq +1)(q — 1))
<2pg— ((p+1)(p—1)+ (g+1)(g—1))
=2pq— (p* —1+¢* 1)
=—(g—p?+2< -2,

lo que es absurdo. ]

Aplicaciones a grupos de orden pequeno FEn este pardgrafo aplicamos los Teoremas
de Sylow para determinar salvo isomorfismos todos los grupos simples de un orden fijo dado.
En todos los casos considerados el orden es menor que 100 y, salvo en uno, lo que se prueba
es la no existencia de grupos simples del orden requerido.

No existen subgrupos simples G de orden 36: Tomemos un 3-subgrupo de Sylow
P de G. Por el Corolario 3.12 sabemos que P contiene un subgrupo P’, que es normal
en G y cuyo indice en G es 4h, con h un divisor de (3! : 3%) = 3. En particular, P’ es
un subgrupo no trivial de G.

No existen subgrupos simples G de orden 48: Tomemos un 2-subgrupo de Sylow
P de G. Por el Corolario 3.12, sabemos que P contiene un subgrupo normal P’, cuyo
indice en G es 3h, con h un divisor de (2! : 2) = 2. En particular, P’ es un subgrupo
no trivial de G.

No existen grupos simples G de orden 56: En efecto, como n; = 1 (méd 7) y
ny | 8, debe ser n7 = 1 u ny = 8. En el primer caso G tiene un unico 7-subgrupo
de Sylow que, justamente por eso, es normal, y, en el segundo, G tiene 8 x 6 = 48
elementos de orden 7 y los restantes 8 sélo pueden formar un 2-subgrupo de Sylow de
G, el cual es normal por la misma razén.

No existen subgrupos simples G de orden 80: Tomemos un 2-subgrupo de Sylow
P de G. Por el Corolario 3.12, sabemos que P contiene un subgrupo normal P’, cuyo
indice en G es 5h, con h un divisor de (4! : 2*) = 8. En particular, P’ es un subgrupo
no trivial de GG. También se puede proceder de la siguiente manera: Como ns = 1
(méd 5) y ns | 2* debe ser ns = 1 0 ny = 16. En el primer caso G tiene un tnico
5-subgrupo de Sylow que, por lo tanto, es normal, y, en el segundo, G tiene 16 x4 = 64
elementos de orden 5 y los restantes 16 elementos sélo pueden formar un 2-subgrupo
de Sylow de G, el cual necesariamente es normal.

No existen grupos simples G de orden 84: En efecto, como n; = 1 (méd 7) y
ny | 12, forzosamente ny = 1. Asi, G tiene un tnico 7-subgrupo de Sylow que, por lo
tanto, es normal.
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No existen subgrupos simples G de orden 96: Tomemos un 2-subgrupo de Sylow
P de G. Por el Corolario 3.12, sabemos que P contiene un subgrupo normal P’, cuyo
indice en G es 3h, con h un divisor de (2! : 2°) = 2. En particular, P’ es un subgrupo
no trivial de G.

Todo grupo simple de orden 60 es isomorfo a Ajs: Por la Proposicién 2.13 y el
Teorema 3.10 para probar esto sera suficiente ver que si G es un grupo simple de orden
60, entonces G tiene un subgrupo H de indice 5. Por el item 1) del teorema de Sylow
y el Corolario 3.62 sabemos que ny € {1,3,5,15} y ns € {1,6}. Por el Corolario 3.63,
como G es simple, no puede ser no = 1 ni ns = 1. En particular G tiene 24 elementos
de orden 5. Ademaés, por el Corolario 3.61, sabemos que si no = 3, entonces GG tiene un
subgrupo de indice 3. Pero esto es imposible, porque por el Teorema 3.8, en tal caso
G tendria un subgrupo normal propio. Asi que tampoco puede ser no = 3. Si ng = 5,
entonces por el Corolario 3.61, podemos tomar H = Ng(P) dénde P es un 2-subgrupo
de Sylow arbitrario. Supongamos por tultimo que ng = 15. Si cada par de 2-subgrupos
de Sylow de G tuviera interseccion trivial, G tendria 15 x 3 = 45 elementos de orden
par, que sumados a los 24 de orden 5, da 69, lo que es absurdo. Asi que existen dos
2-subgrupos de Sylow P; y P, tales que K = Py N P, no es trivial. Claramente K es un
subgrupo normal de P; y P» y, por lo tanto, de (P1, P»). En consecuencia, como G es
simple, (P;, Py) # G. Como 4 = |P;| divide propiamente a |(Py, Po)| vy [{Py, P»)| divide
propiamente a |G|, forzosamente |(P;, Py)| = 12 o [(Py, P»)| = 20. Pero lo tltimo es
imposible, por el Teorema 3.8. Asi pues, el indice de (Pi, P;) en G es 5 y podemos
tomar H = <P1,P2>.

7. p-Grupos finitos

En esta seccién establecemos algunas propiedades bésicas de los p-grupos finitos.

TEOREMA 3.80. Si G es un p-grupo finito, H< G y H # 1, entonces HNZG # 1. En
particular, Z G no es trivial.

DEMOSTRACION. Consideremos la ecuacién
H|=|HNZG[+ > |G:Ca(h),
heX/\(HNZG)

donde X’ es un conjunto de representantes de las clases de conjugaciéon de G que estéan
incluidas en H (vease el segundo ejemplo debajo de la igualdad (25)). Dado que tanto |H |
como cada |G : Cg(h)| son divisibles por p, también lo es |H NZ G|, de manera de que HNZ G
no es trivial. O

COROLARIO 3.81. Todo subgrupo normal de orden p de un p-grupo G estd incluido en el
centro de G.

COROLARIO 3.82. Si |G| = p", entonces toda cadena
1=GoC G CGip €+ C G, CGr =G,

de subgrupos normales de G con 0 < iy <ig < -+ <i, <n y |G| = pYi, se puede completar
a una cadena

1=GoCG1CGaC---CGr1 CGrL =G,
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de subgrupos normales de G con |Gj| = p. En particular G tiene un subgrupo normal de
orden p’ para cada j < n.

DEMOSTRACION. Para grupos de orden p el resultado es trivial. Supongamos que n > 1y
que es cierto para p-grupos de orden menor que p”™. Por el Teorema 3.80 existe g € Z(G) NGy,
tal que G1 := (g) es un subgrupo normal de orden p de G incluido en G;,. Por lo tanto
podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢; = 1. Consideremos la proyecciéon candnica
m: G — G/G;. Por hipétesis inductiva la cadena

1=GyCGip-1CGiy—1C - CGim1 CGro1 =G/Gh,
donde G; ,—1 denota a (G, ), se puede extender a una cadena
1=GyCG1CGyC - CGp1 CGh,
de subgrupos normales de G,_1, tal que |G;| = p’ para 1 < j < n— 1. Es claro que la cadena
1=GoCG1CG2C--CGr1CGL=G

obtenida tomando Gy = 1y G; = 7 1(Gj_1) para 1 < j < n, satisface las condiciones
requeridas en el enunciado. O

COROLARIO 3.83. Todo grupo G de orden p? es abeliano. Ademds son equivalentes:

1. G no es ciclico.

2. G tiene p+ 1 subgrupos de orden p.

3. G tiene al menos dos subgrupos de orden p.
4. G es isomorfo a Zy X Zy.

DEMOSTRACION. Supongamos que G no es abeliano, entonces por el Teorema 3.80 los
grupos ZG y G/ Z G tienen orden p y, por eso mismo son ciclicos, lo que contradice la Pro-
posicién 1.161.

Ahora consideremos las equivalencias. Si G no es ciclico, entonces cada uno de los p? — 1
elementos no nulos de G genera un subgrupo de orden p. Como estos subgrupos se intersecan
trivialmente, G tiene p4+1 = (p?—1)/(p—1) subgrupos de este orden. En consecuencia 1) = 2).
Es evidente que 2) = 3) y 4) = 1). Resta comprobar que 3) = 4). Por la Observacién 1.119
para ello basta notar que si H; y Ho son dos subgrupos distintos de orden p de GG, entonces
HiNHy=1y HHHy =G. U

COROLARIO 3.84. Si G es un grupo no conmutativo de orden p>, entonces el centro de G
coincide con el subgrupo conmutador, tiene orden p, y es el unico subgrupo invariante de G
de ese orden. Ademds, G/ Z G es abeliano y no es ciclico.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.80 sabemos que ZG # 1 y, como G no es abeliano,
ZG # G. Ademids, por la Proposicién 1.161, el cociente G/Z G no es ciclico. Por lo tanto
|G/ ZG| = p* y |ZG| = p. Por otra parte, dado que por el corolario anterior G/Z G es

abeliano,

[G,G] CZG.
Pero la inclusién no puede ser propia, porque eso significaria que G es abeliano. Finalmente,
por el Corolario 3.81, el tinico subgrupo normal de orden p de G es ZG. U

TEOREMA 3.85. Si H es un subgrupo propio de un p-grupo finito G, entonces H C Ng(H).
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DEMOSTRACION. Si H es normal, entonces H & G = Ng(H). Supongamos que H no es
normal. Bajo esta hipdtesis, el cardinal |G : Ng(H)|, del conjunto X de los subgrupos de G
conjugados a H, es una potencia de p mayor que 1. El grupo H actia sobre X por conjugacion
y, como H es un p-grupo, el cardinal de cada una de las 6rbitas de X bajo esta accién es
una potencia de p. En consecuencia, como H es un punto fijo, X tiene al menos otros p — 1.
Tomemos uno gHg~ ' distinto de H. Entonces hgHg 'h™! = gHg~ "' para cada h € H, por
lo que g"'Hg C Ng(H). Esto termina la prueba porque g 'Hg # H. O

COROLARIO 3.86. Si H es un subgrupo propio maximal de un p-grupo finito G, entonces
H es normal y su indice es p.

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior H<G. Ademsés, por el Corolario 1.94, el cociente
G/H no tiene subgrupos no triviales y, en consecuencia, debido al Corolario 3.82, su cardinal
es p. O

OBSERVACION 3.87. Supongamos que H es un subgrupo propio de un p-grupo finito G.
Por el Teorema 3.85, en la cadena de subgrupos

HaNg(H)<aNg(H)<---aNGH(H)) NG (H) = G,

donde Né“(H) = Ng(Né(H)) para todo j < i, cada grupo es un subgrupo propio del siguiente.
Como G es un p-grupo, los ordenes de los grupos que constituyen la cadena anterior forman
una suceston estrictamente creciente

PO <pt <-e- <p™y
de potencias de p. Por el Corolario 3.82, para cada j < i hay una cadena

NL(H) = Ga; CGayr1 €+ C Gayyy-1 C Gayyy = NG (H),

Qj+1 Qj+1

en la cual Go, 11 €s un subgrupo normal de orden p¥th de N]é+1(H). En particular H estd in-
cluido en un subgrupo de indice p de G.

TEOREMA 3.88. Consideremos un subgrupo arbitrario H de un grupo finito G. Si |H|
divide a p™ y p™ divide al orden de G, entonces la cantidad de p-subgrupos de G de orden
P que incluyen a H es congruente a 1 mdodulo p.

DEMOSTRACION. Podemos suponer que |H| < p™ ya que en otro caso el resultado es
trivial. Escribamos |G| = p™r. Haremos la demostracién por induccién en el maximo entero
no negativo n tal que p" divide a r. Cuando n = 0 el enunciado se reduce al item 3) del
Teorema 3.60. Supongamos que n > 0 y que el teorema vale para subgrupos de G de orden
p™*1. Designemos con

Pl,.‘.,Pu y Qla---an

a los subgrupos de G, de orden p™*! y p™ respectivamente, que contienen a H. Por hipStesis

inductiva la cantidad a; de los P;’s que contienen a un @; fijo, es congruente a 1 médulo p.
Para concluir la demostracién serd suficiente mostrar que la cantidad b; de los @;’s que estan
contenidos en un P; fijado, también es congruente a 1 médulo p, ya que entonces de la igualdad

u v
E bi = E a,j,
=1 J=1
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vélida pues las dos sumas cuentan a cada P; con multiplicidad igual a la cantidad de @;’s que
contiene, se seguird que u = v (mdd p). Con esto en mente fijemos P; y supongamos que

ij"'?ij/

son los @;’s contenidos en P;. Debemos mostrar que v' = 1 (méd p). Por el Corolario 3.82
aplicado al grupo P; y al la cadena trivial 1 C P; sabemos que v' > 1. Si v/ = 1, entonces es
obvio que v =1 (mdéd p). Analizemos que ocurre cuando v’ > 1. Por el Corolario 3.86, cada
@j, es un subgrupo normal de P;. Por consiguiente @}, Q;, = P;. Por la Proposicién 1.42, esto
implica que Dy := @Qj, N Q;, tiene orden p™~1. Ademés D; < P; porque es la interseccién de
dos subgrupos normales de P;. Por el Corolario 3.83, el cociente P;/D; es abeliano y tiene
p + 1 subgrupos de orden p. En consecuencia, en el conjunto

{ij'"?ij/}

hay p+1 elementos que incluyen a D;. Si v' = p+1 esto termina la demostracién. Supongamos
que v > p+1y tomemos le3 tal que Dy no esté incluido en le3' Escribamos Dy := @)}, ﬂles.
Razonando como antes, vemos que p + 1 de los elementos del conjunto

{an .- '7ij/}7

incluyen a Ds. De estos, 0, es el tinico que contiene a la vez a D1 y a D, ya que si hubiera
otro, digamos @;,, entonces j, N @, contendria a D1 y a D, lo que es absurdo porque

’D1’ = |D2’ = |Q]1 mQ]l| :pm—l

y D1 # Ds. Asi, en {Qj;,...,Qj ,} hay 2p + 1 elementos que incluyen a D; o a D. Si
v/ = 2p + 1 la demostracién se termina aqui. Supongamos que v’ > 2p + 1, tomemos le4 tal
que ni Dy ni Dy estén incluidos en @,y escribamos D3 := Q;, N Qj,,. En {Qjy,.,Q5,}
hay p + 1 elementos que contienen a D3. Nuevamente @)j, es el tinico que contiene a D
y a Ds, y también es el Unico que contiene a Do y a Dj3. Asi, hay 3p + 1 elementos en

{Qjy,...,Qj,,} que contienen a Dy, D 0 D3. Si v’ = 3p+1 esto termina la demostracion, y si
no podemos continuar con este procedimiento hasta que todos los elementos de {Qj,, ..., @Q; , }
estén listados. U

COROLARIO 3.89. Si p™ divide al orden de un grupo finito G, entonces la cantidad de
subgrupos de G de orden p™ es congruente a 1 mddulo p.

DEMOSTRACION. Témese H := 1 en el teorema anterior. O

OBSERVACION 3.90. Supongamos que N es un subgrupo mormal de un p-grupo finito G.
Fijemos m < n tales que p™ < |N| y p" < |G| y designemos con X al conjunto de los
subgrupos de orden p" de G que intersecan a N en un subgrupo de orden p™ (X puede ser
vacio). Como N es normal, G actia sobre X por conjugacion. Los puntos fijos de X bajo esta
accion son los subgrupos normales de G que pertenecen a X. Ademds | X% = |X| (méd p),
puesto que X \ XC es una union disjunta de drbitas no triviales, y por el Corolario 3.44 el
cardinal de cada una de esta orbitas es una potencia positiva de p. En consecuencia,

{P € X : P es un subgrupo normal de G}| = |X| (méd p).
Por ejemplo, por el Teorema 3.88, si N un subgrupo normal de un p-grupo finito G y
[N <p" <G,
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entonces la cantidad de subgrupos normales de G de orden p" que contienen a N es congruente
a 1 mddulo p y, por el Teorema 3.80, la cantidad de subgrupos de orden p" de un p-grupo
finito G cuya interseccion con Z. G es 1, es un maultiplo de p.

LEMA 3.91. El grupo
G1 1= (g,hlg"" WP, hgh™ g™
tiene p> elementos.

DEMOSTRACION. El subgrupo (g) de G1 es normal, |g| < p? y |G1/{g)| < p. Por lo tanto,
|G1| < p3. Para probar que vale la desigualdad opuesta sera suficiente exhibir un morfimo
sobreyectivo de G1 en un grupo de orden p®. Tomemos grupos ciclicos Cpe = (z) y Cp = (y)
de orden p? y p, respectivamente. Como (1 + p)? = 1 (méd p?) la aplicacién

es un automorfismo de orden p y, por consiguiente, la correspondencia

Cp —— Aut(Cp2) ,
es un morfismo. Consideremos el producto semidirecto Cp2 x¢ Cp y escribamos & := (z,1) e
7 := (1,y). Puesto que

=g =1 e gagl=art
hay un morﬁsmo §: G1 — Cp2 X Gy tal que {(g9) = 2 y {(h) = §. Como ¢ es sobreyectivo y
|Cp2 X Cp| = p?, esto termina la demostracion. O

LEMA 3.92. El grupo
Gz = (g, h, k|g", i, k? hgh™ g~ kgk™'g™", khk™"h™"g)
tiene p3 elementos.

DEMOSTRACION. Notemos que el subgrupo (g) de G es normal, |g| < py |G2/{(g)| = p*.
Por lo tanto, |G2| < p3. Tal como hicimos en el lema anterior, para probar que vale la
desigualdad opuesta construiremos un morfismo sobreyectivo de G en un grupo de orden p3.
Un céalculo sencillo muestra que la aplicacién

P
CpxCp,——=Cp xC, ,
W' y!) ——= (¥, y’)
donde C), = (y) es un grupo ciclico con p elementos, es un automorfismo de orden p, por lo
que la correspondencia

C, —— Aut(C, x C,)
yk ¢k
es un morfismo. Tomemos el producto semidirecto (Cp, x Cp) X Cp y escribamos y1 = (y, 0, 0),
/y\Q = (an? O) y ?/\3 = (O>O7y) Puesto que
W= =0=1 detr =inda, Usih=1nds ¥ Gsh2 =Gy Dol
hay un morfismo £: Go — (C), x Cp) x¢ Cp tal que £(g) = 91, {(h) = U2 v £(k) = §3. Como &
es sobreyectivo y |(Cp x Cp) x¢ Cp| = p?, esto termina la demostracion. O
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NotaA 3.93. En las demostraciones de los Lemas 3.91 y 3.92 se probd mds que lo esta-
blecido en los enunciados. Especificamente, en la del primero que G1 es producto semidirecto
interno de los subgrupos (g), de orden p?, y (h), de orden p, y en la del sequndo que Go es
producto semidirecto interno de los subgrupos (g, h), de orden p?, y (k), de orden p.

TEOREMA 3.94 (Caracterizacién de los grupos de orden p3). Para cada grupo G de or-
den p3, vale que:
1. 851 G es abeliano, entonces G es isomorfo a Ziys, ZLiyz X Ly 0 Ly X Ly X L.
2. 51 G no es abeliano y p = 2, entonces G es isomorfo al grupo diedral Dy o al grupo
cuaternionico Hsy.
3. 51 G no es abeliano y p > 2, entonces G es isomorfo al grupo G1 introducido en el
Lema 3.91 o al grupo G introducido en el Lema 3.92.

DEMOSTRACION. Sabemos que G es ciclico si y sélo si tiene elementos de orden p?. Su-
pongamos que 1o lo es, pero que tiene un elemento g de orden p?. Tomemos h € G \ (g). Es
evidente que G = (g, h). Ademads, por el Corolario 3.13 el subgrupo de G generado por g es
normal. En consecuencia h” € (g) y existe 1 < r < p? tal que hgh~! = ¢g". Consideramos por
separado los casos r =1 (i. e. G conmutativo) y r > 1

r = 1: Escribamos A = ¢/ con 0 < j < p?. Como
) .
1=ho =gl

existe 0 < t < p tal que j = pt. Reemplazando h por hg~* podemos suponer que h? = 1,
lo cual implica que (g) N (h) = 1. Pero entonces

G~ (g9) x (h) =~ Z
por el Teorema 1.117 y la Proposicién 1.129.

p2 XZP

r > 1: Un argumento inductivo prueba que high™ = gri para todo ¢ > 1. En particular

g =hPgh™ = ¢g"" por lo que 7’ = 1 (méd p?). Puesto que

(1+pP=1 (méd p?)
y Z;z tiene un unico subgrupo de orden p (pues es ciclico de orden (p — 1)p), existe
0<a<ptal que 1+p=7r* (méd p?). Notemos que h® € G \ (g) porque p no divide a
«. Cambiando h por h® podemos suponer que r = 1 + p, ya que

haghfa — gr& _ gler'
Como antes, existe 0 < t < p tal que h? = ¢g'P. Ahora dividimos la demostracién en dos
partes, considerando por separado los subcasos p =2y p > 2.

p = 2: Las tnicas posibilidades para h? son 1 o g2. Si h? = 1, entonces G esta generado
por dos elementos g y h que satisfacen

g4:h2:1 y hgh_1293

y, por lo tanto, G ~ Dy, y si h? = ¢?, entonces G estd generado por dos elementos ¢
v h que satisfacen

g'=1, h’=g* y hgh'l=g’
y, por lo tanto, G ~ Hj.
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p > 2: Haciendo induccién primero en j y luego en i se verifica que hig’ = ¢ (14+p)" pi.
Usando esto es facil comprobar por induccién en [ que

(g7t HPIpY = gt Atp) (et () Tl g_t(1+p)%hl.

Como (1 + p)? = 1+ p? (méd p?) porque p > 2, de la férmula anterior se sigue en
particular que

(14p)P—1
P

(g*t(lﬂl)h)p - g*t(1+P) WP = gt pe — g=trpe = 1

Dado que
(g—t(H-P)h)g(g—t(1+p)h)—1 _ g—t(1+p)hgh—1gt(1+p) _ g—t(1+p)gl+pgt(1+p) — gitP,

reemplazando h por ¢ *(*HP)h, vemos que G estd generado por dos elementos g y h
que satisfacen

gp2 =hP =1 e hgh t=g'"?
y, por lo tanto, G ~ G;.

Resta ver que sucede cuando todos los elementos no nulos de G tienen orden p. Nuevamente
consideramos por separado los casos G conmutativo y G no conmutativo.

G es conmutativo: Tomemos g € G \ {1} arbitrario y h,k € G tales que sus clases en
G/(g) generan G/(g). Por el Teorema 1.117, como (h) N (k) = 1y (g) N (h, k) = 1, el
grupo G es producto directo interno de los subgrupos (g), (h) y (k), y, en consecuencia,
isomorfo a Z, x Z, X Zy.

G no es conmutativo: Por el Ejercicio 1.18 y los Corolarios 3.83 y 3.84 sabemos que p > 2,
que ZG = [G,G] es un subgrupo invariante de orden p de G'y que G/ ZG ~ Zy, X Zy.
Tomemos h, k € G tales que sus clases en G/ Z G generen G/ Z G. Entonces el conmutador

g=[hk=hkh 'kt cZG
es distinto de 1, porque de lo contrario
G = (h,k,ZG)

serfa conmutativo. Por consiguiente G esta generado por los elementos g, h y k, los cuales
satisfacen las relaciones

g’ =hP =kP = hgh™'g~' = kgk™'g7! = khk~'h g =1,
y en consecuencia es isomorfo a Gs.
No habiendo mas casos para considerar, la prueba esta terminada. O
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Anillos y médulos
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Capitulo 4

Teoria elemental de anillos

1. Anillos

Un anillo A es un conjunto provisto de dos operaciones binarias, llamadas suma o adicion
y producto o multiplicacion, tales que

1. A es un grupo abeliano via la suma,
2. A es un monoide via el producto,
3. El producto es distributivo a izquierda y a derecha con respecto a la suma.

Como es usual, denotaremos con a+b a la suma de dos elementos a,b € A, con ab al producto,
con 0 al elemento neutro de A respecto de la suma, con —a al opuesto aditivo de un elemento
a y con 1 a la unidad o neutro respecto del producto. Con estas notaciones el ultimo item de
la definicién anterior se escribe

alb+c)=ab+ac y (b+ c)a = ba + ca.

Puede ocurrir que 1 = 0, pero en este caso, como veremos enseguida, A es el anillo nulo
{0}, al que denotaremos 0. Son bien conocidos e importantes los anillos Z, Q, R y C de
los niimeros enteros, racionales, reales y complejos. También son muy importantes los anillos
de polinomios en una y varias variables sobre estos y los de congruencias Z/nZ. Un anillo
es conmutativo si su producto lo es. El anillo M, (A), de matrices cuadradas de n x n con
coeficientes en un anillo A (cuando A es una anillo arbitrario la definicién es la misma que
cuando es un cuerpo), no es conmutativo si n > 1y A no es el anillo nulo. Tampoco lo es
el anillo de endomorfismos Endg (V') de un k-espacio vectorial V, si dimg (V) > 1. Como el
lector atento habréd notado, algunos de los ejemplos mencionados aqui, entre ellos el ultimo,
ya fueron considerados en la primera parte de estas notas.

PROPOSICION 4.1. La multiplicacién de A tiene las siqguientes propiedades:

1. a0 = 0a = 0 para todo a € A.
2. (—a)b = a(—b) = —ab para todo a,b € A.
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DEMOSTRACION. 1) Sumando —a0 a ambos miembros de la igualdad
a0 = a(0+ 0) = a0 + a0,
obtenemos que 0 = a0. De la misma manera se ve que 0 = Oa.

2) Basta observar que, por el item anterior,
ab+ (—a)b= (a+ (—a))b=0b=0.
La otra afirmacion es similar. O
COROLARIO 4.2. Si1 =0, entonces A = 0.
DEMOSTRACION. Por la proposicién anterior a = al = a0 = 0 para cada a € A. O
El anillo opuesto de A es el anillo A°P, que tiene los mismos conjunto subyacente y suma
que A, pero cuya multiplicacion pigep: AP x AP — AP estd definida por pgop(a,b) := ba.
Es evidente que A es conmutativo si y sélo si A = A°P.

Un elemento a de A es un divisor de cero a izquierda si existe b € A\ {0} tal que ab =0,
un dwisor de cero a derecha si existe b € A\ {0} tal que ba = 0. Finalmente a es un divisor
de cero si lo es a izquierda o a derecha. Por ejemplo, el operador de derivacién

d .

diX .

es un divisor de cero a izquierda del anillo Endg (R[X]), porque componiendolo a derecha con
la evaluacion en cero

R[X] — R[X]

evo: R[X] — R[X],
se obtiene la funcién nula. Este operador no es un divisor de cero a derecha porque es so-
breyectivo. En cambio evg lo es a ambos lados porque evgo(id — evg) = 0. Notemos que a es
divisor de cero a un lado en A si y sélo si lo es al otro en A°Py que, salvo en el caso en que
A es el anillo nulo, 0 es divisor de cero.

Tal como para magmas, monoides y grupos, muchas propiedades predicables sobre ele-
mentos y subconjuntos de A tienen una versién a izquierda y otra a derecha (que es la misma,
pero predicada en A°). También en esta parte del apunte a veces daremos s6lo una de ellas,
dejando como ejercicio la tarea de enunciar la otra.

Recordemos que un elemento a € A es cancelable a izquierda si ab = ac = b =cy
cancelable a derecha si ba = ca = b = c¢. Decimos que a es cancelable si lo es a izquierda y
a derecha. Como vimos en la Seccion 1 del Capitulo 1, los elementos cancelables a izquierda
forman un submonoide multiplicativo de A y si ab es cancelable a izquierda, entonces b también
lo es.

PROPOSICION 4.3. Un elemento a € A es un divisor de cero a izquierda si y sélo si no es
cancelable a izquierda.

DEMOSTRACION. Si ab = 0 para algtin b € A no nulo, entonces ab = a0, y asi a no es
cancelable a izquierda. Reciprocamente, si ab = ac con b,c € A distintos, entonces a es un
divisor de cero a izquierda, pues a(b—c¢) =0y b—c#0. O

PROPOSICION 4.4. Para todo anillo A las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A no tiene divisores de cero a izquierda no nulos.

2. A no tiene divisores de cero a derecha no nulos.
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8. Todo elemento no nulo de A es cancelable a izquierda.

4. Todo elemento no nulo de A es cancelable a derecha.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 4.3 sabemos que 1) es equivalente a 3). Similarmen-
te, 2) es equivalente a 4). Veamos que 1) implica 2). Supongamos que ab = 0 y que b # 0.
Entonces a es un divisor de cero a izquierda, por lo que a = 0. Esto muestra que vale 2). Por
simetria 2) implica 1). O

Un dominio o anillo cancelativo es un anillo no nulo que tiene las propiedades equivalentes
listadas en la proposicién anterior.

EJEMPLO 4.5. Los anillos Z,, Q, R y C son dominios conmutativos. También lo son los
anillos de polinomios k[X1,...,X,], donde k es cualquiera de los anteriores.

EJEMPLO 4.6. Fijemos ¢ € C*. El anillo C4[X,Y] es el grupo aditivo C[X,Y], con el
producto definido por

(@X™Y™)(bX™ X) = g™ ab X y

sobre monomios, y extendido a los polinomios mediante la propiedad distributiva. Es fdcil
ver que C4[X,Y] es en verdad un anillo. Como la estructura aditiva es la estandar, basta
verificar que 1 es el neutro (lo que es obvio), que vale la propiedad distributiva (lo que no es
muy dificil) y que el producto es asociativo. Este parece el punto mds molesto, pero una vez
que uno se convence de que es suficiente comprobarlo sobre monomios se vuelve casi trivial.
Cuando q # 1, este anillo es un dominio no conmutativo. La demostracion usual en el caso
conmutativo, funciona también en el caso general.

Un elemento a de A es inversible a izquierda si existe b € A tal que ba = 1 y es inversible
a derecha si existe b € A tal que ab = 1. En el primer caso decimos que b es una inversa a
izquierda de a, y en el segundo, que es una inversa a derecha. Diremos que a es una unidad
o que es inversible, si lo es a ambos lados. En este caso su inversa es tnica y la denotamos
a~!. El conjunto A* de los elementos inversibles de A es un grupo via el producto, llamado
grupo de unidades de A. Por los comentarios que preceden a la Proposicién 1.1 del Capitulo 1,
todo elemento de A que es inversible a izquierda es cancelable a izquierda. Ademas, por dicha
proposicién también sabemos que si a € A es inversible a izquierda y cancelable a derecha
o inversible a derecha y cancelable a izquierda, entonces es inversible. Por ltimo, debido a
la Proposiciéon 1.2 del Capitulo 1, si A es finito, entonces cada a € A que es cancelable a
izquierda o a derecha, es inversible.

EJERCICIO 4.7. Pruebe que si a € A es inversible a izquierda pero no a derecha, entonces
tiene infinitas inversas a izquierda.

Sugerencia: Tome by € I, donde I es el conjunto de las inversas a izquierda de a, y pruebe
que la aplicacion 0: I — I, dada por 6(b) := ab+ by — 1, es inyectiva pero no sobreyectiva.

En el siguiente ejercicio se muestra que un anillo puede tener elementos que son inversibles
a izquierda pero no a derecha.

EJERCICIO 4.8. Pruebe que si V' es un k-espacio vectorial con base numerable, entonces
Endg (V) tiene elementos inversibles a izquierda que son divisores de cero a derecha.

EJERCICIO 4.9. Pruebe que si V es un k-espacio vectorial de dimension finita, entonces
para cada ¢ € Endg (V') son equivalentes:
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1. ¢ es inversible.
2. ¢ no es divisor de cero a izquierda.

3. ¢ no es divisor de cero a derecha.

Un anillo de division es un anillo no nulo en el cual todo elemento distinto de cero es inver-
sible. Todo anillo de divisién es un dominio. Un cuerpo es un anillo de divisién conmutativo.
Los anillos Q, R y C, de los numeros racionales, reales y complejos, son cuerpos. También
lo es Z/pZ, si p es primo. Después veremos ejemplos de anillos de divisién no conmutativos.
Por el comentario que precede al Ejercicio 4.7, todo dominio finito es un anillo de divisién.
Sin embargo, como veremos méas adelante, estos son necesariamente conmutativos.

Un elemento a de un anillo es nilpotente si a’™ = 0 para algiin n € IN.

EJERCICIO 4.10. Consideremos dos elementos a,b de un anillo A no nulo. Pruebe que:

1. Si a es nilpotente, entonces a es un divisor de cero a izquierda y a derecha.
2. Si a es nilpotente, entonces 1 — a es inversible.

3. St a y b son nilpotentes y conmutan entre si, entonces a + b también es nilpotente.

2. Subanillos

Un subconjunto B de un anillo A es un subanillo de A si es cerrado para la resta y el
producto y 1 € B. Entonces B es un anillo en forma natural. Dado que la interseccién de
una familia de subanillos de A es un subanillo de A, para cada subconjunto S de A existe un
minimo subanillo Z{S} de A que contiene a S, el cual es llamado el subanillo de A generado
por S. Siguiendo la préctica usual, si S = {x1,..., x5}, escribiremos Z{x1,...,xs} en lugar
de Z{{z1,...,zs}}. Dejamos a cargo del lector comprobar que Z{S} es el conjunto de las
sumas algebraicas finitas de las expresiones de la forma

1Ty, conn>0yax; €8,

con la convencién usual de que el producto vacio da 1. Decimos que S genera a A como anillo
si Z{S} = A. El conjunto de los subanillos de A es un reticulado completo con el orden
definido por la inclusién. El minimo es el subanillo Z{14}, llamado anillo primo de A, el
méaximo es A, el infimo de una familia es la interseccién de sus elementos, y el supremo, el
subanillo de A generado por la unién de sus elementos. Cuando A es conmutativo se usan las
notaciones Z[S] en lugar de Z{S} y Z[z1,...,xs] en lugar de Z{x1,..., x5}

EJEMPLO 4.11. Cada uno de los tres primeros de los anillos 7., @, R y C se identifica
canonicamente con un subanillo del siguiente.

EJEMPLO 4.12. Los anillos de matrices M, (Q) y M, (R) son subanillos de M, (C).

EJEMPLO 4.13. Una matriz cuadrada

ailr - Qln
A:

Gp1 -+ QOnpn

con coeficientes en un anillo A es triangular superior si a;; = 0 siempre que 1 > j, diagonal si
a;j = 0 siempre que i # j y escalar si es diagonal y a11 = -+ = apy. Los conjuntos Escy,(A) de
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las matrices escalares, D,,(A) de las matrices diagonales y Ty, (A) de las matrices triangulares
superiores de n X n con coeficientes en A, son subanillos de M, (A).

EJEMPLO 4.14. El anillo de los enteros de Gauss es el subanillo Z[i] de C. Es inmediato
que Z[i] son los nimeros complejos con parte real e imaginaria enteras.

EJEMPLO 4.15. El subanillo Z[\/3] de R estd formado por los elementos de la forma
a+bV3, cona,beZ deR. Es facil ver que si a+byV3 =d' +¥\/3, entoncesa=a yb="0,
de modo que esta escritura es unica.

Por definicién, el centro de una anillo A es el conjunto
ZA:={a€ A:ab=ba paratodo be A}.

Un elemento a de A es central si pertenece al centro de A. Es evidente que Z A es un subani-
llo conmutativo de A. Ademds, no es dificil probar que si a € Z A es inversible, entonces
a~! € Z A. En efecto,

ab="ba < b=a"1ba < ba"! =ath.
En particular, si A es un anillo de divisién, entonces Z A es un cuerpo.

PROPOSICION 4.16. Para cada anillo A, el centro de M,,(A), es el anillo Esc,(Z A), de
las matrices escalares con coeficientes en el centro de A.

DEMOSTRACION. Como es usual denotamos con E,; a la matriz que tiene un 1 en la
coordenada (r,s) y 0 en las demds. Tomemos B = (a;;) € ZM,(A). Como E,,B es la matriz
cuya unica fila no nula es la r-ésima, que coincide con la s-ésima fila de B y BE,; es la
matriz cuya tnica columna no nula es la s-ésima, que coincide con la r-ésima columna de B,
la matriz B es diagonal y ass = a, para todo r y s. Asi, ZM,,(A) C Esc,(Z A). Como la
inclusién reciproca es trivial, Z M,,(A) = Esc,(Z A). O

Notemos que en la demostracion anterior podriamos haber supuesto que r < s. Por lo
tanto el mismo argumento muestra que Z7T,,(A) = Esc,(Z A).

Consideremos ahora un subconjunto 7' de un anillo A. El centralizador de T en A es
Zr A :={a: ab = ba para todo b € T}.

De la definicién se sigue inmediatamente que Z 4 A es el centro de A. Argumentando del mismo
modo que para Z A, se comprueba que Z7 A es un subanillo de A cualquiera sea T', y, que si
a € Z7 A es inversible, entonces a~' € Z7 A. En particular, si A anillo de divisién, entonces
Z7 A también lo es. Evidentemente un subanillo B de A es commutativo siy sélosi B C Zp A.
Ademas, en este caso, B{a} es conmutativo para cada a € Zg A. En consecuencia, si B es
un subanillo conmutativo maximal de A, entonces B = Zpg A. También vale la reciproca,
puesto que si B = Zp A y C' es un subanillo conmutativo de A que incluye a B, entonces
CCZpA=B.

Supongamos ahora que A es un anillo de divisién. Entonces es natural considerar el
conjunto de los subanillos de divisién de A, el cual claramente es cerrado bajo intersecciones.
En consecuencia, para cada subconjunto S de A existe un minimo subanillo de divisién Z(.S)
de A que contiene a S, el cual es llamado el subanillo de division de A generado por S. De
la misma manera que para subanillos, cuando Z(S) = A decimos que S genera a A como
anillo de division. El conjunto de los subanillos de divisién de A también es un reticulado
completo con el orden definido por la inclusién. El minimo es el cuerpo Z(1,4), llamado el
cuerpo primo de A, el maximo es A, el infimo de una familia es la interseccién de sus elementos
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y el supremo, el subanillo de divisién de A generado por la unién de sus elementos. Para cada
subanillo de divisién B de A y cada subconjunto S de A denotamos con B(S) al minimo
subanillo de divisién de A que contiene a B y a S. Este seria el lugar apropiado para dar
ejemplos de subanillos de divisién, y en particular de subcuerpos, pero de hecho sélo daremos
ejemplos de estos ultimos. Esto se debe simplemente a que en realidad todavia no hemos dado
ningin ejemplo de anillo de divisién no conmutativo. Mas adelante, cuando introduzcamos
los cuaterniones, solucionaremos esta falencia.

EJEMPLO 4.17. Dos de los subanillos del Ejemplo 4.11 son subcuerpos.

EJEMPLO 4.18. El subcuerpo Q(v/3) de R consiste de los elementos de la forma a + b\/3,

con a,b € Q. Como en el Ejemplo 4.15, también esta escritura es unica. El inverso multipli-
a—bv3

a2—3b%"

cativo de un elemento no nulo a + b\/3 es

Terminamos esta subseccién probando un famoso teorema de Wedderburn que dice que
todo anillo de divisién finito es conmutativo. En la demostracion, ademds de la ecuacién de
las clases usaremos propiedades bésicas de los polinomios ciclotémicos. Por definiciéon para
cada n € IN el n-ésimo polinomio ciclotémico es

on(X)i= T (X —w).
weNy,

donde €2,, C C denota al conjunto de las raices n-ésimas primitivas de la unidad. Es evidente
que
X" —1=]]¢aX).
din
Un argumento inductivo, usando este hecho, muestra que ¢, (X) es un polinomio ménico con
coeficientes en Z.
También usaremos implicitamente el siguiente resultado elemental.

LEMA 4.19. Si k C K son anillos de division y V es un K-espacio vectorial, entonces
dimg (V) = dimg (K) dimg (V).
DEMOSTRACION. Es suficiente ver que si (u;);cs es una base de K como k-espacio vecto-
rial a izquierda y (w;);ecs es una base de V como K-espacio vectorial a izquierda, entonces
(ujwj)icr jes es una base de V' como k-espacio vectorial a izquierda. Veamos primero que esta

ultima es una famila de generadores de V. Para ello tomemos v € V arbitrario. Por hipétesis
existe una familia (\;);es, de elementos de K, con soporte finito, tal que

(26) V= Z )\jw]‘.
Jje€J
Dado que, nuevamente por hipétesis, para cada A; # 0 existe una familia (a;j)icr, de elementos
de K, con soporte finito, tal que
)\j = Z aijui,

el
reemplazando cada A; por la suma que aparece en el lado derecho de esta igualdad y poniendo
a;; = 0 para todo ¢ y todo j tal que A\; = 0, obtenemos que

v = Z (Z aijui> w; = Z Qi U;W .
jeJ \iel i€t,j€J
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Veamos ahora que la familia (u;w;)ier,jes es linealmente independiente sobre k. Supongamos
que (aj)icr,jes es una familia de elementos de k, con soporte finito, tal que

Z <Z oaiju,;> wj = Z ozijuiwj =0.

jeJ \iel iel,jedJ

Como (wj);ecs es linealmente independiente sobre K,

Zaijui =0 para todo j € J,
i€l
y asi, dado que (u;)ier es linealmente independiente sobre k, cada «;; es cero. O

TEOREMA 4.20. Todo anillo de division finito D es un cuerpo.

DEMOSTRACION. Denotemos con Z el centro de D y con Z, al centralizador en D de
cada elemento x € D. Sabemos que Z es un cuerpo y que cada Z, es un anillo de divisién.
Ademas es evidente que si ¢ := #(Z), ng := dimz(Z,), m, = dimg, (D) y n := dimgz(D),
entonces n = mgng, #(Zz) = ¢ y #(D) = ¢" = (¢"*)™=. Es claro también que Z* es el
centro de D* y que ZJ es el centralizador en D* de cada elemento x € D*. Tomemos un
conjunto R de representantes de cada una de las clases de conjugacién de D* que tienen mas
de un elemento. La ecuacién de las clases de D* queda

#(D*) q" -1
(27) ("—1=#D)=HZ)+ )Y o =a- 1Y
z€R #(Zz) zerd " T
Dado que = ¢ Z para ningin x € R, sabemos que n, divide propiamente a n para todo
x € R. En consecuencia, tanto X™ — 1 como cada uno de los cocientes ))(<:w__11 son polinomios
divisibles por ¢, (X) en Z[X]. De esto se sigue inmediatamente que ¢, (q) divide en Z, tanto

a ¢" — 1 como a cada uno de los enteros q‘{:;__ll. Debido a la igualdad (27) tenemos entonces

que ¢,(q) | ¢ — 1, lo que implica que

I lo—wl=len(@lq-1.

wGQn
donde 2, es el conjunto de las raices n-ésimas primitivas de la unidad. Dado que si n > 1,
entonces |¢ — w| > ¢ — 1 para cada w € Q,,, se deduce de aqui quen =1y, asi, D=2. O

3. Ideales

Un subconjunto I # () de A es un ideal a izquierda si es cerrado para la suma y ax € [
para todo a € Ay x € I, y es un ideal a derecha si es cerrado para la suma y za € I para
todo a € Ay x € I o, equivalentemente, si es un ideal a izquierda de A°P. Si I es un ideal
a izquierda y a derecha, entonces decimos que es un ideal bildtero de A. Frecuentemente nos
referiremos a estos ultimos simplemente como ideales. Evidentemente 0 y A son ideales de
A. Estos son los llamados ideales triviales. Un ideal a izquierda, a derecha o bilatero de A
es propio si es distinto de A. Es claro que la interseccién de una familia arbitraria de ideales
a izquierda, derecha o bilateros de A es un ideal del mismo tipo. Por ejemplo, para cada
subconjunto S de A, la intersecciéon de los ideales a izquierda de A que incluyen a S es el
minimo ideal a izquierda AS de A que contiene a S. Este es llamado el ideal a izquierda de A
generado por S. Como es usual, para cada x € A, escribimos Az en lugar de A{z}. Los ideales
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a derecha'y bildtero de A generados por S (las definiciones son evidentes) seran denotados SA
y ASA o (S), respectivamente. Por supuesto, escribimos A en lugar de {x} Ay Az A en lugar
de A{z}A. Es facil ver que AS es el conjunto de todas las sumas finitas de elementos de la
forma as, con s € Sy a € A. Similarmente, SA consiste de las sumas finitas de elementos de
la forma sa, con s € Sy a € A, y ASA, de las sumas finitas de productos asb, con a,b € Ay
s € S. En general {azb: a,b € A}, donde z es un elemento fijo de A, no es un ideal bilatero
de A. Por ejemplo, en My (Q) el conjunto formado por los productos

(28) ( ai; a2 ) < 10 ) < bi1 b2 ) _ < a11byr  aiibio )

a1 as 0 0 ba1  boo az1by  azibiz )’
no es un ideal bildtero, porque M2(Q) no tiene ideales bildteros no triviales (vease la Proposi-
ci6én 4.26) y la expresién (28) nunca es la matriz identidad (debido a que a11b11 = ag1bio =1
implica a11b12 # 0). Un ideal a izquierda I de A es finitamente generado si existe un sub-
conjunto finito S de A tal que I = AS y es principal o ciclico si I = Ax para algun x € A.
Dejamos al lector formular las variantes obvias de estas definiciones para los otros dos tipos

de ideales. Un ideal a izquierda, derecha o bildtero de un anillo es maximal si es propio y no
estd incluido en ningin otro ideal propio del mismo tipo.

PROPOSICION 4.21. Un ideal a izquierda, derecha o bildtero propio de un anillo A estd in-
cluido en un ideal maximal del mismo tipo de A.

DEMOSTRACION. Supongamos por ejemplo que I C A es un ideal a izquierda de A y
consideremos el conjunto P de los ideales a izquierda propios de A que contienen a I. Notemos
que P no es vacio pues I € P. Por el lema de Zermelo podemos tomar una cadena maximal
(I;)ier de elementos de P. Dado que evidentemente no hay ningin ideal propio de A que
contiene a todos los I;, el teorema quedard probado si podemos ver que J I; es propio. Pero
esto es claramente asi, pues si 1 estd en esta union, entonces 1 € I; para algin i € I, lo que
se contradice con que I; es propio. ]

La suma de una familia arbitraria de ideales a izquierda (I;) e de A, es el ideal a izquierda
>_jes I generado por la unién |J;c ; I;, de los miembros de la familia. Claramente ;. ; I; es
el conjunto de todas las sumas ZjeJ a;j, tales que a; € I; y (a;);ec tiene soporte finito. Una
familia (I;);e s de ideales a izquierda de A estd en suma directa si cada elemento de . ; I;
se escribe de manera tnica como una suma con soporte finito » jeg @; de elementos a; € I.
En este caso escribimos @ jesljen lugar de jes Ij- Dejamos como ejercicio probar que son
equivalentes:

1. (Ij)jes estd en suma directa.

2. 510 =3_,ca;, donde (a;)je s es una familia con soporte finito de elementos a; € I,
entonces a; = 0 para todo j € J.

3. IiﬂzjeJ\{i} I; = 0 para cada i € J.

Decimos que un ideal a izquierda I de un anillo A es un sumando directo de otro ideal a
izquierda J de A que lo contiene, si existe un ideal a izquierda I’ de A tal que J = I @ I.
Usualmente I’ no es tnico.

Para los ideales a derecha y bilateros se pueden dar definiciones similares y probar resul-
tados andlogos. Dejamos los detalles al lector.

Como ocurre con el conjunto de los subanillos, los conjuntos de los ideales a izquierda, a
derecha y bilateros de un anillo A son reticulados completos via el orden dado por la inclusién.
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En los tres casos el minimo es el ideal nulo, el méximo es A, el infimo de una familia es la
interseccion de sus elementos y el supremo es la suma. En general estos reticulados no son
distributivos, pero siempre son modulares. En otras palabras,

INJ+K)=J+INK,

para cada terna de ideales a izquierda, derecha o bilateros (pero, por supuesto, todos del mismo
tipo) I, J y K de A tales que J C I. En efecto, es inmediato que IN(J+ K) 2 J+INK.
Para probar que vale la inclusién reciproca, basta observar que si una suma a = b + ¢, de
elementos b€ Jycée K, estden I, entoncesc=a—-belINK.

EJEMPLO 4.22. Es evidente que cada ideal no nulo I de 7 tiene un minimo numero
natural ng. Afirmamos que I = (no). En efecto, por el algoritmo de division, para cada a € I
existen q,7 € Z con 0 < r < ng tales que a = qng + r. Por la minimalidad de ng, como
r=a—qng € I, debe ser r = 0. Esto muestra que todo ideal de Z es ciclico. Un argumento
similar muestra que el anillo k[ X], de polinomios con coeficientes en un cuerpo k, tiene la
misma propiedad.

EJERCICIO 4.23. Pruebe que la suma e interseccion de ideales en Z, estan dadas por

(m) +(n) ={(msn)) —y  (m)n(n) = ([m;n]),
donde (m;n) y [m;n] denotan al mdzimo divisor comin y al minimo mailtiplo comin de m y

n, respectivamente. Pruebe que esto también es cierto para el anillo k[X], de polinomios con
coeficientes en un cuerpo k.

Un anillo es un dominio principal si es un dominio conmutativo y todos sus ideales son
principales. En el Ejemplo 4.22 mostramos que los anillos de enteros y de polinomios en una
variable sobre un cuepo son dominios principales. Mas adelante estudiaremos estos anillos con
mas detalle.

El ejercicio que sigue muestra que la condicién de que k sea un cuerpo es necesaria para
que k[X] sea un dominio principal. Por ejemplo, Z[X]| no lo es.

EJERCICIO 4.24. Pruebe que si A[X]| es un dominio principal, entonces A es un cuerpo.

PROPOSICION 4.25. Para cada anillo no nulo A son equivalentes:

1. A es un anillo de division.
2. Los unicos ideales a izquierda de A son los triviales.
8. Los unicos ideales a derecha de A son los triviales.
DEMOSTRACION. Vamos a probar que 1) < 2). La equivalencia entre los items 1) y 3) se

sigue por un argumento similar (o bien, utilizando que los items 1) y 2) son equivalentes para
el anillo A°P).

1) = 2) Si I es un ideal a izquierda no nulo de A, entonces I tiene un elemento inversible y,
por consiguiente, I = A.

2) = 1) Debemos mostrar que todo a € A\ {0} es inversible. Pero como Aa = A, existe
b € A tal que ba = 1. Por la misma razén b es inversible a izquierda y, por lo tanto, a es
inversible. O

PROPOSICION 4.26. Si D es un anillo de division, entonces los tinicos ideales bildteros de
M, (D) son los triviales.
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DEMOSTRACION. Para cada 1 < i,j < n, llamemos E;; a la matriz de n x n cuya tnico
coeficiente no nulo es el (i, j)-ésimo, que vale 1. Basta observar que si un ideal I de M, (D)
tiene un elemento no nulo

(AN A1n
A= ,
anl ... Ann,
y a;j # 0, entonces id = Y ", a;leliAEjl el O

4. Morfismos de anillos

Un morfismo de anillos f: A — B es una terna (A, f, B), donde f es una funcién del
conjunto subyacente de A en el de B, que satisface:

fla+b) = fla)+ f(b), flab)=f(a)f(b) vy [f(1)=1.

El anillo A es el dominio de f: A — B, y B es el codominio. Por ejemplo, la identidad
idg: A — Ay, méas generalmente, la inclusién canénica i: B — A, de un subanillo B de A en
A, es un morfismo de anillos. También lo es la composicién go f: A — A” de dos morfismos
fiA—-Ayg: A — A

Muchas de las propiedades basicas de los morfismos de anillos son andlogas a las estable-
cidas para los de monoides y grupos. Las definiciones de endomorfismo, isomorfismo, auto-
morfismo, monomorfismo, epimorfismo, seccién y retraccién son las mismas. Un argumento
sencillo prueba que un morfismo es un isomorfismo si y sélo si es biyectivo. Mantenemos la
notaciéon A ~ A’ para senalar que los anillos A y A’ son isomorfos. Es ficil ver que los mono-
morfismos, epimorfismos, secciones y retracciones son cerrados bajo la composicién, que toda
retraccion es sobreyectiva, toda seccién, inyectiva, todo morfismo inyectivo, un monomorfis-
mo, y todo morfismo sobreyectivo, un epimorfismo. También que un morfismo f: A — A’ es
un isomorfismo si y sélo si es una seccién y un epimorfismo, y que esto ocurre si y sélo si es
una retraccién y un monomorfismo. Sigue siendo cierto que todo monomorfismo f: A — A’
es inyectivo. En efecto, si f(a) = f(da’), entonces fog = fog', donde g,¢": Z[X] — A son los
morfismos definidos por

g(P)=P(a) y ¢ (P)= P(a") para todo polinomio P.

Por lo tanto g = ¢’ y entonces a = a’. Pero, como lo muestra el primero de los ejemplos dados
abajo, es falso que un epimorfismo deba ser sobreyectivo.

Fijemos morfismos f: A — A’y g: A’ — A”. De la misma manera que en la teoria de
monoides y grupos, vale que:

1. Si go f es una seccién, un monomorfismo, o un morfismo inyectivo, entonces también
loes f.

2. Si g o f es una retraccién, un epimorfismo, o un morfismo sobreyectivo, entonces
también lo es g.

Los simbolos Hom(A, A’), Iso(4, A’), End(A) y Aut(A) denotan respectivamente a los
conjuntos de morfismos de A en A’, isomorfismos de A en A’, endomorfismos de A y auto-
morfismos de A. Es inmediato que End(A) es un monoide (cuyo elemento neutro es la funcién
identidad) via la composicién y que Aut(A) es su grupo de unidades.
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EJEMPLOS 4.27. Hay epimorfismos inyectivos que no son sobreyectivos y morfismos so-
breyectivos que mo son retracciones. En efecto:

1. La inclusion candnica v: Z — Q es un epimorfismo porque si g, h: Q — C' son mor-
fismos de anillos tales que goi = hoi, entonces

g(m/n) = g(m)g(n)~" = h(m)h(n)~" = h(m/n)
para todo m/n € Q. Por otra parte no existe ningin morfismo w: Q — 7 pues w(1/2)

deberia satisfacer 2m(1/2) = w(1) = 1, lo cual es imposible. En particular v no es una
seccion.

2. La aplicacion 7: Z]4Z — Z./27Z, definida por ©(0) :=n(2) :=0 y n(1) :=n(3) := 1,
es sobreyectiva, pero no es una retraccion.

EJEMPLO 4.28. Para cada anillo A hay un unico morfismo v: 7. — A. Es facil ver que la
imagen de v es el anillo primo Z{14} de A. También es facil ver que

Z{15} ~ {

Z sinlg # 0 para todo n € IN,
Z./nZ  si no, donde n € IN es el minimo natural tal que nly = 0.

En el primer caso decimos que la caracteristica de A es cero y en el sequndo que es n. Es
inmediato que un subanillo de un dominio es un dominio. En consecuencia, como Z./nZ
tiene divisores de cero si m no es primo, la caracteristica de un dominio es necesariamente
un numero primo o cero.

EJEMPLO 4.29. Como f(1) = 1, un morfismo f: Z[i] — A, del anillo de enteros de Gauss
en un anillo A, queda completamente determinado por la imagen de i. Puesto que i> = —1,
debe ser f(i)? = f(—1) = —1. Ademds este es el winico requisito que debe satisfacer f(i). De
modo que hay una correspondencia biunivoca entre Hom(Z[i], A) y {a € A : a®> = —1}. Cuando
A = ZJi], este conjunto es {i,—i}. Como los endomorfismos obtenidos, son los automorfismos
identidad y conjugacion, Aut(Z[i]) = End(Z[i]) es un grupo ciclico de orden 2.

EJEMPLO 4.30. Para cada n,m € IN la aplicacion
My xm(A%P) = Mixn(A),
que a cada matriz B le asigna su transpuesta 'B, satisface

B+ C)="B+'C para todo B,C € M xm(A°P)

BC) ='C'B para todo B € My xm(AP) y C € My, «(AP).
En particular M,,(A°P) ~ M,,(A)°P.
EsempLoO 4.31. Para cada morfismo de anillos f: A — B y cadan € N, la aplicacion
M (f): Mn(A) = Mn(B),
definida por My (f)((ai;)) == (f(a)ij), es un morfismo de anillos.
EJEMPLO 4.32. La aplicacion §: C — Ma(R), dada por

O(a + bi) := <_ab Z) ,
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es un monomorfismo de anillos. Por lo tanto C es isomorfo a un subanillo de Ma(R). Notemos
que det(6(z)) = |2|? para todo z € C y que si S* := {z € C : |z| = 1}, entonces 0(S) = SO(2),
donde SO(2) := SO(RR?), es el grupo ortogonal del espacio euclideano usual R2.

5. Nicleo e imagen

El nicleo ker f de un morfismo de anillos f: A — B es la preimagen de 0 por f. Es
evidente que ker f es un ideal de A e Im f es un subanillo de B. Méas ain, es facil verificar
que:

1. La imagen de un subanillo de A es un subanillo de B.

2. La preimagen de un subanillo de B es un subanillo de A.

3. La imagen de un ideal a izquierda, a derecha o bildtero de A, es un ideal del mismo
tipo de f(A).

4. La preimagen de un ideal a izquierda, a derecha o bilatero de B, es un ideal del mismo
tipo de A.

Usando las igualdades

W) =I+kef y  f(f7H(J)=JNnImf,

validas para cada subgrupo aditivo I de A y cada subconjunto J de B, se comprueba facil-
mente que si f es sobreyectivo, entonces:

1. Las correspondencias definidas en los items 1) y 2) inducen por restriccién y co-
rrestricciéon un isomorfismo entre el reticulado de los subanillos de A que contienen a
ker f y el de los subanillos de B.

2. Las correspondencias definidas en los items 3) y 4) inducen por restriccién y co-
rrestriccion un isomorfismo entre los reticulados de los ideales a izquierda, a derecha
o bilateros de A que contienen a ker f y el de los ideales del mismo tipo de B.

OBSERVACION 4.33. Un morfismo de anillos f: A — B, manda a,a’ € A al mismo ele-
mento de B si y sélo si a — a’ € ker f. En particular, f es inyectiva si y sélo si ker f = 0.

6. Cociente de anillos por ideales

Fijados un anillo A y un subgrupo aditivo I de A, consideremos el grupo cociente A/I
de A por I. Recordemos que para cada a € A, el simbolo [a] denota a la clase de a en A/ y
que la proyeccién canénica m: A — A/I es un morfismo de grupos. Afirmamos que A/I tiene
un producto tal que 7 es un morfismo de anillos si y sélo si I es un ideal de A. Para que w
respete el producto, forzosamente la multiplicacién de A/I deberd estar dada por

[a][a] = [aa’).

El requisito de que I sea un ideal es una condicién necesaria y suficiente para que esta
definicién no dependa de a y a’, sino sélo de sus clases. Las igualdades

([al[a])[a"] = [ad'][a"] = [(aa")a"] = [a(a’a")] = [a][a'a"] = [a]([a'][a"]),
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muestran que la multiplicacién de A/I es asociativa. La identidad de A/I es la clase [1] del 1.
Como kerm = I, todo ideal de A es el niicleo de un morfismo. Ademés 7: A — A/I tiene la
siguiente propiedad, llamada propiedad universal del cociente:

- Para cada morfismo de anillos f: A — B tal que I C ker f existe un tinico morfismo
de anillos f: A/I — B tal que el tridngulo

A*f>B

i

conmuta.

Una forma comoda de comprobar esto, es recordar que, por la correspondiente propiedad
universal del cociente de grupos, si f es un morfismo del grupo aditivo subyacente a A en el
subyacente a B, entonces existe un tinico morfismo de grupos f tal que fom = f, y notar que
f aplica la identidad en la identidad y respeta el producto, si f lo hace.

Por la Observacién 1.82 sabemos que ker f = w(ker f) e Im f = Im f. En particular,
A/ ker f es isomorfo a Im f. Ademds, como grupo aditivo, 7(ker f) = ker f/I.

OBSERVACION 4.34. Una manera equivalente de formular la propiedad universal del co-
ciente es decir que la correspondencia

Hom(A/I, B) —— Hom(A, B)
f————fom
es inyectiva y su imagen es {f € Hom(A, B) : f(I) = 0}.

OBSERVACION 4.35. Por la propiedad universal del cociente, si I y J son ideales de un
anillo A tales que I C J, entonces existe un unico morfismo wy: A/I — AJJ tal que el
triangulo

A—"1s Al
-
)

AJT

donde m; y w5 son las proyecciones canonicas, conmuta. Ademds Ty es sobreyectivo, el sub-
grupo J/I de A/ es un ideal bildtero de A/I yker(7;)=mnr(J)=J/I. Por lo tanto 7y induce
un isomorfismo (A/I)/(J/I) ~ A/J.

OBSERVACION 4.36. Supongamos que f: A — B es un morfismo de anillos y que J es un
ideal de B. Denotemos con f: A — B/J a la composicion de f con la proyeccion candnica
7: B — B/J. Es evidente que Im f = (f(A) + J)/J yker f = f~'(J). En consecuencia, por
la propiedad universal del cociente, f induce un isomorfismo f: AJf~YJ) = (f(A) + J)/J.
En particular, si A es un subanillo de B, entonces AJ/(ANJ)~(A+J)/J.

EJERCICIO 4.37. Pruebe que si f: A — B es un morfismo sobreyectivo de anillos e I es
un ideal de A, entonces A/(I +ker f) ~ B/ f(I).
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OBSERVACION 4.38. Consideremos un ideal I de un anillo A. Del isomorfismo que hay
entre el reticulado de los ideales de A que contienen a I y el de los ideales de A/I se sigue que
I es mazximal si y sélo st A/I # 0 y no tiene ideales no triviales. En particular, debido a la
Proposicion 4.25, si A es conmutatico, entonces I es maximal si y solo si A/l es un cuerpo.

COROLARIO 4.39. Para cada anillo conmutativo A, hay un morfismo sobreyectivo de A
en un cuerpo.

DEMOSTRACION. Para cada ideal maximal I de A, el cociente A/I es un anillo conmutati-
vo sin ideales no triviales. En consecuencia, por la Proposicién 4.25, es un cuerpo. Es evidente
que podemos tomar como el morfismo en cuestion, la proyeccién canénica de A en A/I. O

PROPOSICION 4.40. Consideremos un morfismo de anillos f: A — B. Si I y J son ideales
de A y B tales que f(I) C J, entonces existe un unico morfismo de anillos f: A/I — B/J
tal que el diagrama

A—1 B
f
A/l — B/J,

donde mr: A — AJI y ny: B — B/J son las proyecciones candnicas, conmuta. Ademds,

Imf=(J+Imf)/J ykerf=fYJ)/I.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata de la propiedad universal de 7; y de
que Im(y o f) = m;(Im f) y ker(ry 0 f) = F1(J). O

OBSERVACION 4.41. La correspondencia introducida en la proposicién anterior tiene las
siguientes propiedades:

1. ida: A/T — A/I es la aplicacion identidad de A/I.

2.8 f: A— B yg: B— C son morfismos de anillos, e I, J y K son ideales de A, B
y C respectivamente, tales que f(I) C J y g(J) C K, entonces

g(fI)) CK y gof=gof.

EJERCICIO 4.42. Pruebe que si f: A — B es un morfismo de anillos y J es un ideal de
B, entonces existe un tnico morfismo inyectivo f: A/I — B/J, donde I = f~1(J), tal que
el diagrama

A B
T
f
A/l — B/J,

en el cual mr: A — A/l ymy: B — B/J son las proyecciones candnicas, conmuta. Pruebe
ademds que Im f = (f(A)+ J)/J.
7. Ideales primos en anillos conmutativos

Un ideal propio I de un anillo conmutativo A es primo si ab € I implicaa € I o b € 1.
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OBSERVACION 4.43. Un ideal principal (p) de un anillo conmutativo A es primo si y sélo
st p no es una unidad de A y p | ab implicap|a o p|b.

PROPOSICION 4.44. Para cada ideal I de un anillo conmutativo A son equivalentes:

1. I es primo,
2. A/I es un dominio.

DEMOSTRACION. 1) = 2). Como I es propio, A/I # 0. Supongamos ahora que [a][a’] = 0,
donde como venimos haciendo denotamos con [a] y [a/] a la clase en A/I de dos elementos a
y @’ de A. Como [ad’] = [a][a] se sigue de esto que aa’ € I y, en consecuencia a € I o a’ € I.
Pero entonces [a] =0 o [a/] =0, de donde I es primo.

2) = 1). Dado que A/I # 0 el ideal I es propio. Supongamos que a,a’ € A satisfacen aa’ € T .
Entonces [a][a’] = [aa’] =0 en A/I y, en consecuencia, debido a la hipétesis [a] = 0 o [a'] = 0.
Pero esto significa que a € I o o’ € I y, por lo tanto, I es primo. O

COROLARIO 4.45. Todo ideal mazximal de un anillo conmutativo es primo.

DEMOSTRACION. Como todo cuerpo es un dominio esto se sigue de la proposicién anterior
y de la Observacién 4.38. g

PROPOSICION 4.46. Si f: A — B es un morfismo de anillos y J C B es un ideal primo
de B, entonces f~1(J) es un ideal primo de A.

DEMOSTRACION. Como un subanillo de un dominio es un dominio esto se sigue de la
Proposicién 4.44 y de que A/f~1(.J) es un subanillo de B/.J. O

Notemos que la proposicion anterior no se satisface para ideales maximales. Por ejemplo
el ideal 0 de Q es maximal, pero su preimagen por la inclusién canénica v: Z — Q sigue
siendo 0, que no es un ideal maximal de Z.

PROPOSICION 4.47. Si f: A — B es un morfismo sobreyectivo de anillos e I C A es un
ideal primo de A que contiene al nicleo de f, entonces f(I) es un ideal primo de B.

DEMOSTRACION. Dado que, debido a las hipétesis A/ I es isomorfo a B/ f(I), esto se sigue
inmediatamente de la Proposicién 4.44. O

8. Producto de anillos

El producto directo [ [, ; A;, de una familia de anillos (A4;);cr, es un anillo, llamado produc-
to directo de (A;)icr, via la suma y multiplicacién coordenada a coordenada. Las proyecciones
canénicas m;j: [[;c; Ai — A; son morfismos de anillos, y las definiciones de suma y producto
estan forzadas por este requisito. Tal como cuando trabajamos con grupos, si no hay posibi-
lidad de confusién escribiremos []A; en lugar de [[,.; A;, y haremos otras simplificaciones
similares siempre que, como consecuencia de las mismas, no se pierda claridad en la exposi-
cién. Ademads, escribiremos A; X - -+ x A, en lugar de [] A, donde I, denota al conjunto
de los primeros n nimeros naturales.

El producto directo tiene la siguiente propiedad universal:

i€l

125



8 Producto de anillos Teoria elemental de anillos

- Para cada familia (f;: A — A;);es de morfismos de anillos, existe un tinico morfismo
de anillos f: A — [] A; tal que, para cada j € I, el diagrama

A

f &

[TA; Aj
conmuta. Claramente f(a) = (fi(a))ier y ker f = (" ker(f;).

Ty

EJERCICIO 4.48. Muestre que si A =[] Aj, entonces A* =[] AJ.

PROPOSICION 4.49. Para cada familia de morfismos de anillos (fj: Aj — Bj)jeg, existe

un unico morfismo de anillos
Hfj: HAj — HBj,

I1f

tal que los diagramas

[T4; [1B;

conmutan.
DEMOSTRACION. Se sigue de la propiedad universal del producto [] Bj. O

Es facil ver que [] f; aplica (a;);ecs en (fj(aj)>j€J y, usando esto, que

ker(H fj) = [Jker(ry) v Im(H fj) = [[1m(s))

Por ejemplo para cada familia (A;);c; de anillos y cada familia (I;);c; con I; un ideal bildtero
de A; para cada i € I, las proyecciones canénicas m;: A; — A;/I; inducen un isomorfismo

ITA; A;
Iz —>1—[Tz

OBSERVACION 4.50. La correspondencia introducida en la Proposicion 4.49 tiene las si-
guientes propiedades:

1. [Tida, = idppa, -
2. Para cada par (fj: Aj — Bj)jes y (9;: Bj = Cj)jes de familias de morfismos de

anillos,
[Toiollfi =119 )

Consideremos ahora un producto finito de anillos A = Ay X --- x A,,. Para cada ideal a
izquierda, a derecha o bildtero I de A y cada 1 < j < n escribamos

Ij:={aj € A;:(0,...,0,a;,0,...,0) € I}.
Es evidente que I7 x --- x I, C I. Afirmamos que
(29) I=1 x---x I
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En efecto, supongamos por ejemplo que I es un ideal a izquierda. Para cada i < n, denote-
mos con e; al elemento de A que tiene 1 en la i-ésima coordenada y cero en las demads. Si
(a1,...,an) € I, entonces

0,...,0,a;,0,...,0) =e;(ay,...,an) € 1,

por lo que la igualdad (29) se sigue inmediatamente. Notemos ahora que, debido a esta igual-
dad, sabemos que I; = 7;(I) para todo j € J y que I es maximal si y sélo existe un indice ¢
tal que I; es maximal en A; e I; = A; para todo j # .

8.1. El teorema chino del resto

El producto de dos ideales I y J de un anillo A es el ideal IJ de A generado por los
productos xy, con x € [ e y € J. Es evidente que

(I+)INJ)CIT+JICINJ

Dos ideales I y J de A son coprimos si I +J = A. Claramente, en este caso, IJ+JI =1NJ.
Supongamos que [ es coprimo con J y K. Entonces existen x,y € I talesque 1l —x € J y
1 —y € K. Multiplicando obtenemos

l—z—y+aoy=(1-2)(1—-y) € JK.

Como x 4+ y — xzy € I, esto muestra que I también es coprimo con JK.
Para cada familia I,..., I, de ideales de A, las projecciones canénicas m;: A — A/I;
inducen un morfismo

N‘;,;

n
T A— H .
j=1"7
Se comprueba inmediatamente que ker 7w = I; N ---NI,. En particular, 7 es inyectivo si y sélo
si Iy N---N1I, = 0. El siguiente resultado da condiciones necesarias y suficientes para que sea
sobreyectivo.

TEOREMA 4.51 (Teorema chino del resto). El morfismo 7 es sobreyectivo si y sdlo si los
ideales I, ..., I, son coprimos dos a dos.

DEMOSTRACION. Supongamos que 7 es sobreyectivo. Tomemos a € A tal que 7(a) es la
n-upla cuyas coordenadas son todas cero, salvo la i-ésima, que vale 1. Por la definiciéon de
m, esto dice que 1 —a € I; y a € I; para todo j # i. Asi, I; es coprimo con I; para todo
J # 1. Reciprocamente, si I; es coprimo con I; para todo j # 7, entonces I; es coprimo con
Il~~-fi---In y, por lo tanto, existe agy € I ﬂ~--ﬂfiﬂ---ﬂln tal que 1 —ag € L lo cual
implica que

g (Z “i“(i)) = (1], [an])
i=1

para cada n-upla (aq,...,a,) de elementos de A. O
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9. El anillo de un monoide

Para cada anillo A y cada un monoide S, el conjunto A®), de las funciones p: S — A
que tienen soporte finito, es un anillo, llamado el anillo del monoide S con coeficientes en A,
y denotado A[S], via la suma coordenada a coordenada

(o +1)(s) == (s) + ¥(s),
y el producto de convolucién

() () == Y wlu)p(v).

u,VES
uv=s

En efecto, ya sabemos que A®) es un grupo abeliano via la suma. Es el producto directo
restringido de |.S| copias del grupo aditivo subyacente de A. El producto 1) esté bien definido
porque la familia (¢(u)(v))yves tiene soporte finito. Las igualdades

((p)0)(s) = D pv(w)i(v)

u,vgf
¥ (p;scp(p)w(q)> 9(0)
u,vgf pg=u
= Z p(z)(y)I(2)
g g
]
Y e (p%sw(p) ((D)
u,vgf pg=v
= > pu)yi(v)
u,vE;S'

= (p(9))(s)
muestran que el producto es asociativo; las igualdades

(P +D))(s) = D W) @) +9w) = Y () + Y p(w)d(v) = (v + ¢9)(s)

u,veS u,veES u,vES
uv=s uUv=s uv=s

que es distributivo a izquierda respecto de la suma; y las igualdades

(e +9)0)(s) = D (pu) +9(w)d(v) = Y p(w)d(v) + Y »(u)d(v) = (99 +$0)(s),

u,VES u,VES u,VES
Uv=s uv=s uv=s

que lo es a derecha. Por ultimo es obvio que la funcién 1: S — A, definida por
1 sis=1
1(s) = sis ,
0 en otro caso,

es el neutro multiplicativo de A[S].
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Llamemos as: S — A a la funcién definida por

(as)(t) := {

a sit=s,
0 en otro caso.

Cada elemento de A[S] se escribe de manera tnica como una suma

(30) S ans,

ses

con soporte finito. Una expresién como (30) es lo que se conoce con el nombre de suma formal
de monomios en S con coeficientes en A. En términos de estas, la suma y el producto en A[S]
estan dados por la férmulas

S s+ hs =Yt b)s v (Z > (Z w) = (5351’)

sesS ses ses ses ses ses UV=S$

respectivamente.

La funcién ¢4: A — A[S], definida por va(a) := alg es un morfismo inyectivo de anillos,
y la funcién tg: S — A[S], definida por tg(s) := 145, es un morfismo inyectivo de S en el
monoide multiplicativo de A[S]. Identificaremos a € A con alg y s € S con 14s. El anillo
A[S] tiene la siguiente propiedad universal:

- Si f: A — B esun morfismo de anillos y ¢): S — B es un morfismo de S en el monoide
multiplicativo de B, tal que f(a)y(s) = ¢(s)f(a) para cada a € Ay s € S, entonces
existe un tinico morfismo de anillos f: A[S] — B, tal que los tridngulos

A . B s—Y.pB
A
AlS] AlS]

conmutan.

En efecto, por la conmutatividad de los tridngulos de arriba, debe ser

Ty (Zass> = flas)¥(s).

ses sesS

Es evidente que con esta definicién, fi) respeta la suma y preserva la unidad. Un célculo
sencillo, usando que f(a)y(s) = ¥(s)f(a) para cada a € Ay s € S, muestra que también
respeta el producto.

EJEMPLO 4.52. La aplicacion trivial ¢: S — A, definida por 1(s) := 1 para todo s € S,
induce un morfismo e: A[S] — A, que es llamado el morfismo de aumentaciéon de A[S]. Es

evidente que
g<z ) ~Y

ses ses
Al niicleo 14, de g, se lo denomina el ideal de aumentacién de A[S]. Es fdcil ver que

I, = ZA(S— 15).

seSs
129



9 El anillo de un monoide Teoria elemental de anillos

En efecto, es evidente que > ..o A(s — 1) C I+ y, como por otro lado,

seS
Zas =0= Zass = Zass — (Zas>15 = Zas(s — IS),
seS sES seS seS seS

también wvale la inclusion inversa.

EJEMPLO 4.53. Para cada grupo G la aplicacion: G — A[G]°P, definida por(g) :== g~ !,

es un morfismo de G en el monoide multiplicativo de A[G]°P. Por lo tanto induce el morfismo

de anillos
f

A°P|G] AlGlr
Eg )\!]g Eg )\gg_l

que es biyectivo porque la aplicacion antipodal de G, introducida en el Ejemplo 1.61 del Capitu-
lo 1, lo es. En particular, si A es conmutativo, entonces A[G]°P es isomorfo a A[G].

PROPOSICION 4.54. Para cada par de anillos Ay y Ay y cada monoides S, hay un iso-
morfismo de anillos

O: (A1 X AQ)[S] — Al[S] X AQ[S],
que aplica (a1,a2)s en (a1s,ass).
DEMOSTRACION. Consideremos la inclusién candnica v: A; x As — A1[S] x As[S] y el
morfismo de monoides ¥: S — (A1[S] x A2[S])*, dado por ¥(s) := (s, s). Por la propiedad
universal de (A; x A2)[S] los morfismos ¢ y 1 se extienden a un morfismo

O: (Al X AQ)[S] — Al[S] X AQ[S],
tal que ©((a1,az)s) = (a1, azs). Es evidente que © es inyectivo y, dado que (a1s,0) y (0, azs)

estdn en la imagen de O, para todo a; € A1, a2 € Ay y s € S, que también es sobreyectivo. [

PROPOSICION 4.55. Para cada anillo A y cada par de monoides S y T, hay un isomorfismo
de anillos

©: A[S|[T] — A[S x T,
que aplica (as)t en a(s,t).
DEMOSTRACION. Por la propiedad universal de A[S] hay un tnico morfismo
O: A[S] — A[S x T1,
tal que ®(a) = a 'y ®(s) = (s,1) para todo a € Ay s € S. Debido ahora a la propiedad
a

universal de A[S][T], la aplicacién ® es extiende al morfismo © buscado. Es facil ver que ©
es biyectivo. O

PROPOSICION 4.56. Para cada morfismo de anillos f: A — B y cada morfismo de monoi-
desp: S — T, existe un unico morfismo de anillos f[]: A[S| — B[T), tal que los diagramas

A7 .p [
ke Tk
afs) — piry Als] —" B,
donde
ta: A— A[S], vp: B — BIT], ts: S — AlS] e vr: T — B[T]
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son las aplicaciones candnicas, conmutan. Ademds

V] (Z ass> = flas)i(s

SES seS

DEMOSTRACION. Se sigue inmediatamente de la propiedad universal de A[S]. U

OBSERVACION 4.57. Es evidente que Im(f[¢]) = f(A)[¥(S)] y que el nicleo de f[i] es la
suma directa de la familia (F})icim(y), de subgrupos aditivos de A[S], definida por

F; = Z Z fas—

seyp—1(t) seyp—1
Notemos ahora que para cada s; € 1~ (t),
(31) F, =ker(f)s: @ @ A(s — s¢).
s€p1()\{s:}

En efecto es evidente que

ker(f)s; CF, yque A(s—s;) C Fy para cada s € Y H(t) \ {s¢}.

Z ass € Fy,

Por otro lado si

seyp=1(t)
entonces
Z asS8 = < Z a5>st+ Z as(s — st)
s€yp1(1) s€yp~1(1) s€p=L(t)\{s¢}

estd en el lado derecho de (31). Supongamos ahora que para t € Im1) existe s; € 1~ 1(t) tal
que YL(t) = sy kertp (si S es un grupo esta condicion se satisface para todo t € Im) y todo

s¢ € Y~L(t)). Entonces
B As-s)= P As(s—1s).
s€y = (t)\{s¢} seker )\ {e}

Supongamos ademds que Ker 1 estd generado como monoide por U y por inversos de elementos
de U. Dado que (ui)izl ...n formada por elementos de U o inversos de elementos de U,

—15—Zu1 cui—1(u; —1g) y ufl—lsz—ufl(u—ls),

se sigue que

s—1g € Z ker(¢)(u — 1g) para todo s € ker \ {1g},

y ast,
@ A(s —s¢) = @ Asi(s —1g) = Z Asiker()(u — 1g).
sep~1(t)\{st} s€kerp\{1ls} uel
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Por lo tanto si kerv estd generado como monoide por U y por inversos de elementos de U y
para cada t € Im1) existe s; € ™ 1(t) tal que ™1 (t) = sy ker v, entonces

ker(f[w]) = @ [ker(f)st P (Z Asiker(¢)(u — 15)>]
t€lmp well
= @ ker(f)s; @ Z AlS)(u —1g).

telmyp uelU

En particular si f es inyectivo, entonces

ker ZA (u—1g)

uelU

es el ideal de A[S]| generado por los elementos u — 1g con uw € U. Todo esto se aplica en
particular al ideal de aumentacion. En este caso f —idg y ¥: S — 1 es el morfismo trivial,

por lo que
I+ == Z A U - ].5‘
uelU

para cada conjunto U de elementos de S tal que S estd generado por U y por inversas de
elementos de U.

OBSERVACION 4.58. La correspondencia introducida en la proposicién anterior tiene las
stquientes propiedades:

1. idalids] = id4g-
2. Para cada par de morfismos de anillos f: A — B yg: B — C y cada par de morfismos
de monoides : S —T y9:T — L,

glolo fl] = (go f)[F o 9h].

EJEMPLO 4.59. Para cada nimero natural r, denotemos con IN[j al monoide formado por
todas las r-uplas de enteros mayores o iguales que cero, con la suma coordenada a coorde-
nada. Introduciendo variables X1,..., X, e identificando cada r-upla n = (nq,...,n,) con el
monomio X™ = X{"' -+ X', podemos considerar a N como un monoide multiplicativo via
el producto

XX = XM,
Se comprueba inmediatamente que el anillo de monoide A[INj] y de polinomios A[Xq, ..., X,]
coinciden.

PROPOSICION 4.60. Los anillos A[X1,...,X,] y A[X1,..., X||[Xi4+1, .., X,] son isomor-
fos para cada l < r.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata de la Proposicién 4.55. U

OBSERVACION 4.61 (Propiedad universal del anillo de polinomios). Para cada n-upla de
elementos by, ..., b, de un anillo B que conmutan entre si, hay un unico morfismo de monoides
v, de INi en el monoide multiplicativo de B, tal que v(X;) = b; para cada indice i. En
consecuencia, por la propiedad universal del anillo de monoide, si ademds tenemos fijado un
morfismo de anillos f: A — B, tal que f(a)b; = b;f(a) para todo a € A y todo i, entonces hay
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un unico morfismo de anillos 7v: A[X1,..., X,] — B, tal que ¥y(a) = f(a) para cada a € A
y 7v(X;) = b; para cada i. Es ficil ver que ¥y estd dado por

ffy (Z am,...,n,«Xfl ... X:‘r) _ Z f(anl,...,nr)b?l b

Terminamos esta subseccién con el célculo del centro de un anillo de grupos A[G].

PROPOSICION 4.62. Para cada anillo de grupos A|G],

Z(A[G]) = {Z aph :ap € Z A para todo h € G y agpg—1 = ay para todo h, g € G} .
h

DEMOSTRACION. Por definicién Zg(A[G]) es el conjunto de los elementos de A[G] que
conmutan con todos los elementos de G. Es evidente que ), anh € Zg(A[G]) siy sélo si

Z apghg™t = Zahh para todo g € G.
h h
Asi,
Zq(AlG]) = {Z aph : agng—1 = ap, para todo h, g € G} .
h

En consecuencia, como Z(A[G]) = Zg(A[G]) N ZA(A[G]),
Z(A[G]) = {Z aph : ap € Z A para todo h € Gy agp,—1 = ay, para todo h, g € G} .
h

como queremos. ]

10. Los cuaterniones

En esta subseccién F' es un cuerpo arbitrario de caracterstica distinta de 2. Presentaremos
aqui los anillos de cuaterniones. En particular definiremos los cuaterniones de Hamilton que
fueron descubiertos por él en 1843.

Fijemos elementos a,b € F'* que pueden coincidir o no y consideremos el F-espacio vec-
torial A de dimensién 4 con base {1, 1, 7, k}. Supongamos que A tiene un producto F-bilineal
que lo convierte en un anillo asociativo con neutro 1, tal que

(32) i2i=a, j%:=0b, ij:=k y ji:=—k.
Entonces necesariamente
(33) k*=—ab, ik=—ki=aj y jk=—kj=—bi.

PROPOSICION 4.63. El F-espacio vectorial A provisto del producto definido sobre {1,1, j, k}
por la condicion de que 1 sea su neutro mds las condiciones (32) y (33), y extendido A por
F-bilinealidad, es un anillo asociativo

DEMOSTRACION. Sélo debemos verificar que el producto es asociativo y distributivo. De-
bido a que el producto esd definido sobre {1,4, j, k} y extendido a A por F-bilinealidad, sélo
debemos comprobar que (zy)z = z(yz) para todo z,y,z € {1,4, ], k}. Dejamos al lector la
realizacién de esta tarea directa y sencilla. ([l
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DEMOSTRACION. Sélo debemos verificar que el producto es asociativo. Como este es F-
bilineal es suficiente comprobar que (zy)z = x(yz) para todo z,y,z € {1,4,7, k}. Dejamos al
lector la realizacion de esta tarea directa y sencilla. O

Denotemos con (‘}b) y llamamos anillo de cuaterniones (generalizado) al F-espacio vec-

toral A dotado de la estructura de anillo obtenido en la proposiciéon anterior. Cuando F' = R
y a = b= —1 obtenemos el anillo de cuaterniones de Hamilton H.

En lo que sigue de esta seccién escribiremos A en lugar de (aﬁb) e identificaremos a F' con
F-1.

PROPOSICION 4.64. El anillo A no tiene ideales bildteros no triviales y su centro es F.

DEMOSTRACION. Para cada z,y € A denotamos con [z,y] a zy — yx. Un cdlculo directo
muestra que six =c1 - 1+¢;-i+c¢; - j+ ¢ - k, entonces
[i,2] =2acy - j+2¢j -k, [j,x]=—2bcy-i—2¢;i-k y [k x]=2bc;-i—2ac;-}j.

En consecuencia el cento de A es F. Supongamos ahora que z # 0 y que = € I, donde I es
un ideal bilatero de A. Un célculo directo muestra que

—dbcj -1 =[j,[i,z]] € I, dabcy-j=1[k,[j,z]] el y —4ac;-k=][ilk,x]] €l

Por lo tanto si ¢; # 0, ¢; # 0 0 ¢ # 0, entonces I contiene a un elemento inversible. Por
otro lado es evidente que si ¢; = ¢; = ¢, = 0, entonces ¢; = x # 0 es también un elemento
inversible de 1. Il

Denotemos con Ay a F'-i®F-j® F -k. Los elementos de A se denominan cuaterniones
puros. Cada elemento x € A se escribe de manera tnica como

T =21+ T4 conzx; € F-1lyx, € A,
Definimos el conjugado de este x por T := 21 — x4. Es evidente que
rT+y=7T+y, T=x, T=zxsxeF y T=-r&xeA,.
Ademss es facil ver que
Ty =yT paratodo x,y € A.

En efecto, por la F-bilinealidad es suficiente comprobar esto para =,y € {1,4,j,k}, lo que
dejamos como ejercicio para el lector.

Definimos la norma N(z) de x € A por N(z) := zZ. Un calculo directo muestra que si
r=x1+xyconxy=ci-1leF-1yxp=ci-i+cj-j+ci-ke Ay entonces

N(z) = (v1+24)(v1 —24) = 2F — 2% =} —ac} — bc]2- + abci € F.
Notemos que
N(zy) = zyzy = zyyT = x N(y)T = 2T N(y) = N(z) N(y) para todo z,y € A.
TEOREMA 4.65. Son equivalentes:

1. A es un anillo de division.
2. Six e A\ {0}, entonces N(x) # 0.

3. Sici,¢4,c5 € F satisfacen c? = acl2 + bcjz, entonces ¢1 = ¢; = ¢j = 0.
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DEMOSTRACION. 1) = 2) Porque
N(z)N(z™!) = N(zz~!) = N(1) = 1.

2) = 1) Porque si N(z) # 0, entonces
1 1 1
 F=— aF=—N(z)=1.
N N@ TN

2) = 3) Porque si ¢ = ac? + bc?, entonces

N(c1-14c¢i-i+4¢j-j) :c%—ac?—bc?:O.
3) = 2) Supongamos que x =c¢1-1+¢ -i+¢j-j+ck-kyque N(z) =0. Entonces
(34) 0=c—ac? — bc? + abcy,
lo que implica que
3 —beg = a(cz2 - bcz).
Por lo tanto

a(c? — bci)2 = (C% — bc?-) (012 — bci) = (clcl- + cjckb)Q — b(clck + cicj)2.

En consecuencia, por hipétesis,

¢ — bz =0,
lo que, nuevamente por hipétesis, implica que ¢; = ¢ = 0. Pero entonces, debido a la igual-
dad (34) y, por tercera vez a la hipotesis, ¢; = ¢; = 0. O

COROLARIO 4.66. El anillo H es de division y no conmutativo.

OBSERVACION 4.67. El conjunto de los cuaterniones de Hamilton que tienen cordenadas
racionales forman un subanillo de division de H.

OBSERVACION 4.68. Cada elemento de H se puede escribir de manera tinica como z, + 22
con 21,22 € C, donde identificamos C con el subanillo de H generado por i. La aplicacion

0:H— MQ(C),
dada por

N 21 z9
0(z1 + 2z27) = <_Z2 Zl) ,
es un monomorfismo de anillos. Por lo tanto H es isomorfo a un subanillo de Ma(C). Notemos
que det(6(z)) = N(z) para todo z € H.

OBSERVACION 4.69. Debido a la Observacion 1.108 El subgrupo de H*, generado por
em™/m y 4. es isomorfo al grupo cuaternidnico generalizado H,. En particular Hy es isomorfo
al subgrupo {#1,+i, 475, £k}. Notemos también que S® := {z € H : N(z) = 1} es un subgrupo
de H* que contiene a las copias de los H, mencionadas arriba.

OBSERVACION 4.70. Dado que para cada cuaternién puro x :=cy-i+co-j+c3-k € H
de norma 1,

en H hay infinitas copias de C.
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11. El cuerpo de cocientes de un dominio conmutativo

En esta seccién construimos el cuerpo de cocientes de un dominio conmutativo y estu-
diamos sus propiedades basicas. La construccién es una generalizacién directa de la de los
numeros racionales a partir de los enteros.

Dado un dominio conmutativo A consideremos la relacién ~, definida en A x (A\{0}), por
(p,q) ~ (r,s) si ps = rq. Un célculo directo muestra que ~ es reflexiva, simétrica y transitiva,
y que (p,q) ~ (r,s) siy sblo si existen a,b € A\ {0} tales que (pa,qa) = (rb, sb). Para cada
p € Ayqe A\ {0}, la fraccion de numerador p y denominador q es la clase g de (p,q) en
(A x (A\{0}))/ ~. Definimos la suma y el producto de fracciones por

T S+ qr r T
p+ _b q pr _ pr

y =
q S qs qs qs
respectivamente. Es facil ver que estas definiciones son correctas. Esto es, que no dependen
de los representantes (p, q) y (r, s) elegidos. Denotamos con el simbolo @ 4 y llamamos cuerpo
de cocientes de A al conjunto (A x (A\ {0}))/ ~, provisto de estas operaciones.
TEOREMA 4.71. El cuerpo de cocientes de A es, efectivamente, un cuerpo. Ademds, la
aplicacion
A—=Qa
ab——-s %

es un morfismo inyectivo de anillos, que tiene la siguiente propiedad universal: dados un
cuerpo k y un morfismo inyectivo f: A — k, existe un unico morfismo de cuerpos f: Qa — k
tal que el tridngulo

conmuta.

DEMOSTRACION. Las igualdades

(Q+f)+3:M+£:p5“+qm+q5t:E rutst_p <f+f)’
q s U qs U qsu q su q s u
Q+f:ps+qr:rq+sp:i+£’

q s qs sq s q

p+0 pl+4¢0 p

g 1 ql q’

p,.p_prg—a_0 _0

¢ q q* ¢> U

pry\t prit prt prt p/rt
(qs)u_qsu_qsu_qsu_q(su>’

pr _pr _Ttp _Tp
gs qs  sq sq
pl_»l_»p

ql ql ¢
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y

p(r t) __pru+st  pru+pst  prqu+gspt _ pr n pt _ pr +pt

q\s u/ ¢ su  qsu qsqu gs  qu qs  qu’
muestran que Q4 es un anillo conmutativo con neutro aditivo % y neutro multiplicativo %

Ademss, es obvio que si p # 0y g # 0, entonces g es inversible, con inversa %. Como 2 =1

q 1
para todo ¢, esto prueba que Q4 es un cuerpo. Para ver que t: A — Q4 es un morfismo
inyectivo es suficiente notar que

p r p+r pr  pr p T

-+ - = - == ue - =-=p=r.
1717 1 111 Y 1T TP

Supongamos ahora que f: A — k es un morfismo inyectivo de A en un cuerpo. Si f:Qa—k

es un morfismo de cuerpos tal que f ot = f, entonces obligatoriamente

() =1)1(8) =) = rwriar

Dejamos como tarea para el lector comprobar que si o= %, entonces f @)t =fr)f(s)7L,

y que la férmula f (g) = f(p)f(q)~! define un morfismo de anillos. O

Nota 4.72. Es usual identificar a € A con v(a) = .
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Capitulo 5

Dominios de factorizacion unica

El Teorema fundamental de la aritmética dice que todo nimero entero n se escribe de

manera Unica como un producto
n=upl - p,

donde los p; < -+ < pp, son ndmeros primos positivos, llamados los factores primos o irre-
ducibles de n, el exponente [; > 0 es la multiplicidad de p; en la factorizacion y v = +1. En
este capitulo estudiaremos una clase de anillos, llamados dominios de factorizacién tnica o
factoriales, en los cuales vale una generalizacion directa de esta propiedad. Nuestro objetivo
principal serd probar que los anillos de polinomios sobre dominios factoriales son factoriales,
el cual es un célebre teorema de Gauss. Las definiciones y propiedades basicas tienen sentido
para monoides conmutativos y cancelativos, y las establecemos en ese contexto.

1. Monoides factoriales

Fijemos un monoide conmutativo S. Recordemos que un elemento s de S es una unidad
si es inversible, y que el conjunto S* de las unidades de S es un grupo. Dados elementos s y ¢
de S, decimos que s divide a t o que es un divisor de t y que t es divisible por s, y escribimos
s | t, si existe ¢ € S tal que sc = t. La relacién de divisibilidad es reflexiva y transitiva y, por
lo tanto, define una estructura de preorden parcial en S. Decimos también que dos elementos
sy tdeS son asociados, y escribimos s ~ t, si

s|t y t]s.
Es evidente que ~ es un relacién de equivalencia y que el cociente S/ ~ es un conjunto
parcialmente ordenado via el orden inducido por la relaciéon de divisibilidad en S.
Un mdzximo divisor comun de dos elementos s y ¢ de S es cualquier elemento ¢ € S que
satisface:
-clsyeclt,

-sid|syd]|t, entonces d | c,
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y un minimo multiplo comin de s y t es cualquier elemento e € S que satisface:
-sleyt]e,
-sis| fyt]f,entoncese]| f.
En principio no hay ningin motivo por el cual dos elementos s y t de S deban tener un
maximo divisor comun, pero si tienen uno ¢, entonces por la misma definicion es evidente que

un elemento d € S es un maximo divisor comun de s y t si y solo si es asociado a ¢. Lo mismo
es cierto para los minimos multiplos comunes de s y t.

Un elemento p € S\ S* es irreducible si todos sus divisores son unidades o asociados, y
es primo si cada vez que divide a un producto, divide a uno de los factores. Dicho de otro
modo, p es irreducible si y sélo si

s|lp=>seS*osn~t,
y es primo si y sélo si
plst=p|sop|t.

OBSERVACION 5.1. Supongamos que S es cancelativo. En este caso si s,t € S y s | t,
entonces el elemento ¢ € S tal que sc = t es unico, y es llamado el cociente de t por s.
Afirmamos que s y t son asociados si y solo existe una unidad u de S tal que t = su. En

efecto, es claro que si u existe, entonces s |t yt | s. Reciprocamente, si s y t son asociados,
entonces hay elementos u,v € S tales que t = su y s = tv. Por consiguiente

t = su = tuv,
de lo cual se sigue que uv = 1, debido a que S es cancelativo.
PROPOSICION 5.2. Si S es cancelativo, entonces todo elemento primo p € S, es irreducible.

DEMOSTRACION. Supongamos que s | p y escribamos p = st. Como p es primo, p | s o
p | t. Es claro que el primer caso p ~ s. Supongamos entonces que p | ¢t y escribamos t = vp.
Como S es cancelativo, la igualdad
p = st = svp,
implica que sv = 1 y asi, s es una unidad de S. [l

Un monoide conmutativo y cancelativo S es semifactorial si para todo s € S existen una
unidad u e irreducibles pq, ..., p, tales que

(35) S=upi-- pm

Una escritura de s como (35) es llamada una factorizacion de s como producto de irreducibles.
Notemos que m = 0 si y sélo s es inversible, y que si m > 0, entonces se puede tomar u = 1.
Decimos que S es factorial si es semifactorial y la escritura de cada s € S como producto de
irreducibes es tnica en el siguiente sentido: Si

S=uUp1---Pm = V41" (4n,
con u,v € S*y p1,...,Pm,q,---,qn irreducibles, entonces m = n y existe o € S, tal que
Di ~ o, Para todo 1.

Por la Proposicion 5.2 sabemos que en un monoide cancelativo los elementos primos son
irreducibles. El siguiente teorema muestra, en particular, que en los monoides factoriales vale
la reciproca.
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TEOREMA 5.3. Para cada monoide conmutativo y cancelativo S son equivalentes:

1. S es factorial.
2. S es semifactorial y todo elemento irreducible p € S es primo.
3. Cada s € S se factoriza como un producto

S =uUpi---Pn,

donde u es una unidad y p1,...,Pn SON PTimMos.

DEMOSTRACION. 1) = 2) Es claro que S es semifactorial. Veamos que cada elemento
irreducible p € S es primo. Supongamos que p | st y st = px. Entonces combinando p con
una factorizacién de x se obtiene una de st, y combinando una de s con una de t, se obtiene
otra. Como la factorizacién de st es tnica salvo asociados, esto implica que p | s o p |t

2) = 3) Es trivial.

3) = 1) Consideremos una factorizacién

§=0q1 " Gm

de s en producto de una unidad v e irreducibles ¢1, ..., ¢y,. Si n = 0, entonces s es inversible.
Por lo tanto m = 0y v = u. Supongamos que la factorizacién es tinica salvo asociados siempre
que n < ngyquen =ng+ 1. Como p, es primo, debe dividir a v o0 a unos de los ¢;’s. Pero es
imposible que p,, divida a v, porque serfa una unidad. Asi, p | ¢;. Podemos asumir sin pérdida
de generalidad que ¢ = m. Puesto que ¢, es irreducible y p, no es una unidad, ¢,, ~ p,. En
consecuencia existe w € S* tal que

wq1 - q9m—-1 = P1" " Pn—1-

Ahora la demostraciéon se termina inmediatamente usando la hipétesis inductiva. O

Una sucesion
S1,82,83,...
de elementos de S es estacionaria si existe ng € IN tal que s; ~ sy, para todo ¢ > ng. Una
cadena de divisores sucesivos de S es una sucesiéon

51,852,583, .-

de elementos de S tal que s;11 | s; para todo i. Es evidente que si S es factorial, entonces
toda cadena de divisores sucesivos de S es estacionaria. Nuestro préximo objetivo es verificar
que esta condicién implica que S es semifactorial. Esto es, que es intermedia entre la de ser
semifactorial y factorial. Para ello comenzamos estableciendo un lema.

LEMA 5.4. Si toda cadena de divisores sucesivos de S es estacionaria, entonces cada s € S
que no es una unidad es divisible por un elemento irreducible de S.

DEMOSTRACION. Supongamos que la tesis es falsa para un s. Entonces se obtiene una
sucesién no estacionaria

51,582,853, - - -
de divisores sucesivos de S, tomando s; = s y s;+1 como un divisor de s; no inversible ni
asociado a s;. O

PROPOSICION 5.5. Si toda cadena de divisores sucesivos de S es estacionaria, entonces S
es semifactorial.
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DEMOSTRACION. Supongamos que sg € S\ S* no es producto de irreducibles. Afirmamos
que existen S1,...,8n,...,P1,---,Pn, -+ € 5, con los p;’s irreducibles, tales que s; = p;sit1
para todo ¢ > 0. En efecto supongamos hemos obtenido s1, ..., Sn,p1,...,Pn € S como quere-
mos. Entonces sg = p1p2 - - * PnSn, por lo que, debido a la hipdtesis, s,, ¢ S*. En consecuencia,
por el Lema 5.4, existen ppi1,Sp+1 € S con pp41 irreducible, tales que s, = pni1Spy1- Se
comprueba facilmente ahora que la cadena de divisores sucesivos

51,52,83,54 .-
no es estacionaria. O

Una familia de representantes de las clases de equivalencia de los irreducibles de S (mddulo
asociados), es cualquier subconjunto P de S, tal que para cada irreducible ¢ de S hay un unico
p € P asociado a ¢. Por ejemplo, los primos positivos son una familia de representantes de las
clases de equivalencia de los irreducibles de Z \ {0} y los polinomios ménicos de grado 1 son
una familia de representantes de las clases de equivalencia de los irreducibles de C[X] \ {0}.
Tales familias existen siempre, aunque es raro que se pueda elegir una en forma canonica,
como en los ejemplos anteriores. De todo modos, en el resto de la seccidon consideramos fijada
una, que ademas supondremos totalmente ordenada. Es evidente que S es factorial si cada
elemento s € S se escribe de manera tnica como un producto

(36) s=up{"---pmn
conu € 8%, p1<---<ppenPymq,...,m, € N. Los elementos p1,...,p, son los factores
wrreducibles de s, y para cada ¢ entre 1 y m, el nimero m; es la multiplicidad o el exponente

de p; en s, o en la factorizacién de s. Decimos que p € P tiene multiplicidad 0 en s si no es
un factor irreducible de s. Adoptada esta convencién, podemos reescribir (36) en la forma

s =u(s) H P,

peEP

donde m,(s) es la multiplicidad de p en s.
En un monoide factorial S, cada par de elementos tiene maximo divisor comun y minimo
multiplo comtn. En efecto, para cada s,t € S, los elementos

(s:1):= H pin(mp(s),ms (1)) and [s: 4] = H prdx(my () mp(®)
peP peP
donde min(my(s), mp(t)) denota al minimo de m,(s) y my(t) y max(mp(s), my(t)) al maximo,
son un maximo divisor comin y minimo multiplo comin de s y t, respectivamente. Este
resultado es una generalizacion directa del método para encontrar el méaximo divisor comin
y el minimo multiplo comin de dos nimeros factorizados en primos, ensenado en la escuela
primaria. Notemos que
st~ (s:t)[s:t].

2. Dominios de factorizacion tnica

Connsideremos el monoide multiplicativo de un anillo conmutativo A. Es evidente que
a | 0 para todo a € Ay que 0 | a implica que a = 0. En particular 0 irreducible si y sélo si A
es un cuerpo. Ademads vale lo siguiente:

l.sia|bya|centonces a|rb+ sc para todo r,s € A,
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2. si a = bq + ¢ entonces los divisores comunes de a y b coinciden con los de b y c,

3. Sia~ 0, entonces a = 0,

4. Un elemento p € A es primo si y sélo si el ideal (p) lo es (ver la Observacién 4.43),
5. 0 es primo si y sélo si A es un dominio (ver la Proposicién 4.44).

Es evidente que A es un dominio si y sélo si A\ {0} es un submoniode del monoide
multiplicativo de A y que en este caso un elemento p no nulo de A es irreducible o primo en
A\ {0} siy sélosiloesen A.

Un anillo A es un dominio semifactorial si es un dominio y A\ {0} es un monoide se-
mifactorial, y es un dominio factorial o de factorizacion unica, si el monoide multiplicativo
A\{0} es factorial. Ya sabemos que si este es el caso, entonces cada par de elementos no nulos
a,b€ A tiene méximo divisor comin y minimo multiplo comtn. En realidad, estos operadores
estan definidos para todo a y b. Por ejemplo, cuando b=0 el primero da a y el segundo 0.

PROPOSICION 5.6. Para cada elemento p # 0 de un dominio principal A son equivalentes:
1. {p) es mazimal,
2. p es primo,

3. p es irreducible.

DEMOSTRACION. 1) = 2). Por el Corelario 4.45.
2) = 3). Por la Proposicién 5.2.
3) = 1). Si (p) no fuera maximal, entonces existiria ¢ € A tal que (p) C (q) € A, lo que
claramente implica que ¢ | p pero ¢ no es unidad ni asociado a p. ]
TEOREMA 5.7. Todo dominio principal es factorial.
DEMOSTRACION. Por las la Proposiciones 5.5 y 5.6 y el Teorema 5.3 sera suficiente probar
que toda cadena
51,52,83,-- -,
de divisores sucesidos de A \ {0} es estacionaria. Veamos que esto es asi. Dado que
(51) € (s2) C(s3) C---
la unién (J;cy(s:) es un ideal. Como A es un dominio principal existe s € A\ {0} tal que
U sid = (s).
1€EN
Por lo tanto si s € (s,),
(8) = (sn) = (Sn+1) = (Sn+2) =~
y, en consecuencia, S, | Sp4; para todo i € IN. O
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Capitulo 6

Teoria elemental de mdédulos

1. Mobdulos

Una accion a izquierda de un anillo A sobre un grupo abeliano M es una aplicacién
(a,m) — a-m,de A x M en M, que satisface:

1. 1-m = m para todo m € M,
2.a-(m+n)=a-m+a-nparatodoa€ Ay mmneM,
3. (a+b)-m=a-m+b-m paratodoa,be Ay me M,
4. a-(b-m) = (ab) - m para todo a,b € Ay m e M.
La primera igualdad dice que la accién es unitaria, las dos siguientes que es distributiva y la
ultima que es asociativa. De ahora en més escribiremos ab - m en lugar de (ab) - m.

Un A-mdédulo a izquierda o mddulo a izquierda sobre A es un grupo abeliano M provisto
de una accion a izquierda de A sobre M.

La terminologia “accién a izquierda” y “A-médulo a izquierda” utilizada, sugiere que hay
versiones a derecha de estos conceptos, y sélo tiene sentido si estas verdaderamente existen.
Como es de esperarse, este es el caso.

Dados un anillo A y un grupo abeliano M, una accion a derecha de A sobre M es una
aplicacién (m,a) — m-a, de M x A en M, que satisface:

1. m-1=m para todo m € M,

2. (m+n)-a=m-a+n-aparatodoac Ay m,ne M,
3. m-(a+b)=m-a+m-bparatodoa,be Ay me M,
4. (m-a)-b=m- (ab) para todo a,b € Ay m € M.

Un A-mddulo a derecha o mddulo a derecha sobre A es un grupo abeliano M provisto de
una accién a derecha de A sobre M. Es evidente que una accién a derecha de A sobre un grupo
abeliano es simplemente una accién a izquierda de A°P sobre el mismo grupo, y que un A-
moédulo a derecha no es otra cosa que un A°P-médulo a izquierda, de modo que las dos teorias
son equivalentes. Debido a esto sélo consideraremos médulos a izquierda, dejando al lector
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la tarea de trasladar los resultados al contexto de mddulos a derecha. Consecuentemente, a
partir de ahora cuando hablemos de un A-médulo o médulo sobre A nos estaremos refiriendo
a un médulo a izquierda, y llamaremos acciones a las acciones a izquierda.

EJERCICIO 6.1. Pruebe que
a-0=0-m=0 Yy (—a) - m=a-(—m)=—a-m,
para todo a € A ym € M.
Consideremos un grupo abeliano M. Dada una accién de un anillo A sobre M, la funcién

M&M

mb———a-m

es un endomorfismo de M para cada a € A, y la aplicacién

A—L~ End(M)
a+—— p(a)

es un morfismo de anillos. Reciprocamente, si p: A — End(M) es un morfismo de anillos,
entonces la férmula a - m := p(a)(m) define una accién de A sobre M. Estas construcciones
son inversa una de la otra (si se empieza con una accién y se construyen sucesivamente el
morfismo y la accién asociados, se recupera la accién original, y similarmente si se comienza
con un morfismo). Asi, dotar a un grupo abeliano M de una estructura de A-médulo es lo
mismo que dar un morfismo de anillos de A en End(M).

EJEMPLO 6.2. El A-mdédulo nulo es el grupo 0 provisto de la dnica accion a izquierda de
A sobre él.

EJEMPLO 6.3. Cada anillo A es un A-mddulo bajo la accién regular a izquierda, dada por
la multiplicacion. Cuando consideremos a A como mddulo via esta accion lo denotaremos s A.

EJEMPLO 6.4. Un modulo sobre un cuerpo k es un k-espacio vectorial.

EJEMPLO 6.5. Por el Ejemplo 4.28, para cada grupo abeliano M, hay un inico morfismo
de anillos v: Z — End(M). Debido a esto las teorias de Z-mddulos y de grupos abelianos
coinciden. Es facil ver que

m+---+m stn >0,
~——
n veces

stn >0,

n-m=<0
(—m)+---+(—m) sin<O0.

—n veces

EJEMPLO 6.6. Si M es un mddulo sobre el anillo k[X] de polinomios en una variable con
coeficientes en un cuerpo k, entonces M es un k-espacio vectorial y la funcion

Mt
m———=X-m
es un endomorfismo de k-espacios vectoriales porque
X-(m+n)=X-m+X-n Yy X-(Am)=(X\) - m=AX)-m=X-(X-m),
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para todo m,n € M y A € k. Reciprocamente, dados un k-espacio vectorial M y una aplicacion
k-lineal f: M — M, la accion de k sobre M se extiende de manera inica a una accion de k[X]
sobre M tal que X -m = f(m) para todo m € M. Asi, tener un k[X]|-mddulo es “lo mismo”
que tener un k-espacio vectorial con un endomorfismo distinguido. Una forma alternativa de
probar esto es recordar que proveer de una estructura de k[X]-mddulo a un grupo abeliano
M es equivalente a dar un morfismo de anillos de k[X] en End(M), y utilizar la propiedad
universal del anillo de polinomios (Observacion 4.61).

EJEMPLO 6.7. Razonando como en el ejemplo anterior se puede ver que un Z[i|-mddulo no
es otra cosa que un grupo abeliano M provisto de un endomorfismo f: M — M que satisface

f?=—id.

EJEMPLO 6.8. Consideremos el anillo k[S], de un monoide S con coeficientes en un cuerpo
k. Si M es un k[S]-mddulo, entonces

- M es un k-espacio vectorial,
- Para cada s € S la funcion

MYy

mr=s-m
es un morfismo de k-espacios vectoriales,
- La funcion
S —2~ Endy, (M)
§ ——>p(s)

es un morfismo de monoides.

Reciprocamente, dados un k-mddulo M y un morfismo de monoides p: S — Endg(M),
la accion de k sobre M se extiende de manera unica a una accion de k[S] sobre M, tal que
s-m = p(s)(m) para todo s € S ym e M.

OBSERVACION 6.9. Una representacion de un grupo G sobre un k-espacio vectorial M es
un morfismo de grupos p: G — Auty(M). Si en el ejemplo anterior S es un grupo, entonces
p(s) es un automorfismo para cada s € S. Usando esto se ve inmediatamente que si S es un
grupo, entonces un k[S]-mddulo es un k-espacio vectorial M provisto de una representacion
de S sobre M.

Un A-médulo M es fiel si para todo a € A\ {0} existe m € M tal que a-m # 0 o,
equivalentemente, si el morfismo de anillos asociado p: A — End(M) es inyectivo. Si M no es
fiel e I = ker p, entonces M deviene un A/I-médulo fiel via la accién inducida [a] -m = a-m.
Por ejemplo, Zg X Zg no es un Z-médulo fiel. El nicleo del morfismo p: Z — End(Zg X Zg)
asociado es 187Z. La accién inducida de Z1g sobre Zg X Zg es fiel.

2. Submoddulos

Un subconjunto N de un A-médulo M es un submddulo de M si es cerrado para la suma
va-m € N paratodoa € Ay m € N. Por ejemplo 0 y M son submoédulos de M. Estos son
los llamados submddulos triviales. Un submédulo de M es propio si es distinto de M. Como el
conjunto de los submédulos de M es cerrado bajo intersecciones, para cada S C M existe un
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minimo submédulo AS de M que contiene a S, llamado el submdédulo de M generado por S,
el cual es precisamente la interseccion de todos los submoddulos de M que contienen a S. Una
notacién alternativa bastante usual para AS es (S). Es evidente que AS es el conjunto de las
sumas finitas de elementos de la forma a-m, con a € Ay m € S. Dado m € M escribiremos
Am en lugar de A{m}. Ademds, cuando S = {si1,...,S,} escribimos (s1,...,s,) en lugar
de ({s1,...,sn}). Decimos que S genera a M o que es un conjunto de generadores de M si
AS = M. Un médulo M es finitamente generado si existe un conjunto finito S de M tal que
M = AS, y es ciclico si existe m € M tal que M = Am.

La suma ;e
lo de M generado por la unién J

M;, de una familia arbitraria de submédulos (M;)c s de M, es el submédu-

ey M de los miembros de (M;);e,. Es facil ver que

ZMj = ij :mj € Mj y (mj);es tiene soporte finito
jed jeJ

Un A-médulo M es suma de una familia (M;);e; de submédulos si 3, ; M; = M.

PROPOSICION 6.10. Para cada A-médulo M son equivalentes:

1. M es finitamente generado.

2. Cada familia de submddulos de M cuya suma es M tiene una subfamila finita cuya
suma también es M.

8. M pertenece a cada familia de submaodulos de M que es cerrada bajo sumas finitas y
cuya suma es M.

DEMOSTRACION. 1) = 2) Supongamos que M = A{z1,...,z,} v que (M;);c; es una
familia de submddulos de M cuya suma es M. Para cada 1 < j < n existe un subconjunto

finito I; de I tal que z; € Zielj M;yast M =3, M;, donde I' =T, U--- U I.

2) = 3) Esto es claro.

3) = 1) Apliquese el item 3) a la familia formada por los submédulos finitamente generados
de M. O

Un conjunto de generadores S de M es minimal si ningin subconjunto propio de S
genera M. Si M es finitamente generado, entonces todo conjunto de generadores contiene uno
minimal, como puede comprobarse facilmente. Existen moédulos que no tienen conjuntos de
generadores minimales. Un ejemplo es el grupo aditivo Q.

PROPOSICION 6.11. Si un mdédulo M es finitamente generado, entonces todos los conjuntos
minimales de generadores de M son finitos. Si no lo es, entonces todos (suponiendo que haya
alguno) tienen el mismo cardinal.

DEMOSTRACION. Tomemos conjuntos de generadores S y T' de M, con S minimal. Para
cada t € T existe un subconjunto finito Sy de S, tal que t € AS;. Como T genera M y S
es minimal, S = (J,cy St En consecuencia, S es es unién de una familia indexada por T
de conjuntos finitos no vacios. La primera afirmacion se sigue inmediatamente de este hecho
tomando T finito. Para la segunda basta observar que si T' es infinito, entonces la igualdad
S = Uier St implica que |S| < |T|. En consecuencia, si T también es mininal, entonces por
simetria |S| = |T|. O
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Un médulo finitamente generado puede tener conjuntos minimales de generadores de
distinto cardinal. Por ejemplo si @ y 1 — a son elementos no inversibles a izquierda de A,
entonces tanto {1} como {a,1 — a} son conjuntos minimales de generadores de 4A.

Para terminar, consideremos algunos de los ejemplos mencionados en la seccién anterior,
y veamos cuales son los submédulos. Los de un k-espacio vectorial son los subespacios vecto-
riales; los de un Z-mdédulo, los subgrupos; los de un k[X]-mddulo, los subespacios vectoriales
estables bajo la accién de X; los de un k[S]-médulo, los subespacios vectoriales cerrados bajo
la accién de S; y los de 4 A, los ideales a izquierda.

3. Morfismos de modulos

Un morfismo de A-médulos f: M — N es una terna (M, f, N), donde f es un morfismo
del grupo abeliano subyacente de M en el de N, que satisface

fla-m)=a- f(m) para todo a € Ay m € M.

El A-médulo M es el dominio de f: M — N y N es el codominio.

Por ejemplo, la identidad idy;: M — M y, mas generalmente, la inclusién candnica
i: N - M de un submédulo N de M en M, es un morfismo. También lo es la composi-
cién go f: M — L, definida en forma evidente, de dos morfismos f: M — Ny g: N — L.
Los morfismos de A-mdédulos son llamados también aplicaciones A-lineales.

Muchas de las propiedades basicas de los morfismos de A-moédulos son andlogas a las
establecidas para los de monoides, grupos y anillos. Las definiciones de endomorfismo, iso-
morfismo, automorfismo, monomorfismo, epimorfismo, seccién y retraccién son las mismas.
Sigue siendo cierto que un morfismo es un isomorfismo si y sélo si es biyectivo. Mantenemos la
notacion M ~ M’ para senalar que los A-médulos M y M’ son isomorfos. Es facil ver que los
monomorfismos, epimorfismos, secciones y retracciones son cerrados bajo composicién, que
toda retraccién es sobreyectiva, toda seccion inyectiva, todo morfismo inyectivo un monomor-
fismo, y todo morfismo sobreyectivo un epimorfismo. También que un morfismo f: M — M’
es un isomorfismo si y sélo si es una seccion y un epimorfismo, y que esto ocurre si y sélo si
es una retraccion y un monomorfismo.

Todo monomorfismo f: M — M’ es inyectivo. En efecto, si f(m) = f(m'), entonces
fog=fog, donde g,¢9': 4A — M son los morfismos definidos por

gla)=a-m y g'(a):a-m' para todo a € A.

Por lo tanto g = ¢’ y entonces m = m/. También es cierto que los epimorfismos son sobre-
yectivos, pero no podemos probarlo todavia, por lo que dejamos la demostracién para mas
adelante.

Los ejemplos dados en la Seccién 10 del Capitulo 1 muestran que cuando A = Z hay
monomorfismos que no son secciones y epimorfismos que no son retracciones.

Tal como para monoides, grupos y anillos, dados morfismos f: M — Ny g: N — L,

1. Si go f es una seccién o un monomorfismo, entonces también lo es f.
2. Si go f es una retraccién o un epimorfismo, entonces también lo es g.
Los simbolos Hom 4 (M, M"), Isoa(M, M'), Ends (M) y Aut4(M) denotan respectivamen-
te a los conjuntos de morfismos de A-médulos de M en M’ isomorfismos de M en M’,
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endomorfismos de M y automorfismos de M. Es inmediato que End 4 (M) es un monoide (cu-
yo elemento neutro es la funcién identidad) via la composicién y que Aut4(M) es su grupo
de unidades.

Como veremos enseguida, los morfismos de A-modulos tienen una estructura mucho més
rica que los de monoides, grupos y anillos. En particular, End4(M) tiene una estructura
natural de anillo.

3.1. Estructuras en el conjunto de los morfismos de un médulo en otro

Para cada par de A-mddulos a izquierda M y N, el conjunto Homy4 (M, N) es un grupo
abeliano via (f + g)(m) := f(m) + g(m). El neutro es el morfismo nulo Opyn: M — N,
que envia cada elemento de M en 0, y el opuesto de un morfismo f: M — N, es la funcién
—f: M — N que envia cada m € M en — f(m). La composicién es distributiva con respecto
a la suma y en particular End4 (M) es un anillo cuyo neutro es idy;. Notemos que de la
distributividad de la composicién con respecto a la suma se sigue también que las aplicaciones

ve: Homy (M, N) — Homus(M,N') y u*: Homy(M,N) — Homyu(M', N),
definidas para cada par de morfismos de A-médulos, v: N — N' y u: M’ — M, por

v(f)i=vof y u'(f):=fou
respectivamente, son morfismos de grupos abelianos.
Las correspondencias v — v, y u — u* tienen la siguientes propiedades:

1. id, = id.
(v ov)x = v, o v, para cada par de morfismos v: N — N' y v': N — N”.
(v +v)s = v}, + v, para cada par de morfismos v,v': N — N'.
id* =id.
(wou')* = u'* ou* para cada par de morfismos u: M’ — M y u': M" — M’.

SR A ol

(u' 4+ u)* = u'* + u*, para cada par de morfismos u, v : M’ — M.
OBSERVACION 6.12. Para cada A-mddulo M, la funcién

(37) M —— Hom (A4, M) ,
me———s fm

donde fy, es la aplicacion A-lineal definida por f,,(a) = a-m, es un isomorfismo de grupos
abelianos. Su inversa es la funcion que a cada morfismo f: A — M le asigna su valor en 1.
Cuando M = A tiene sentido prequntarse si (37) es un isomorfismo de anillos. Un cdlculo
sencillo muestra que fqa, = fp 0 fo, de modo que si lo es, pero de A°P en End4(A).

4. Ncleo e imagen

El nicleo ker f de un morfismo de A-médulos f: M — M’ es la preimagen de 0 por f.
Es evidente que ker f es un submdédulo de M e Im f un submédulo de M’. M4s atin, no es
dificil comprobar que la imagen de un submédulo N de M es un submédulo de M, y que la
preimagen de un submédulo N de M’ es un submédulo de M.

Es obvio que la inclusién canédnica ¢: ker f — M tiene las siguientes propiedades, la
segunda de la cuales es llamada la propiedad universal del nicleo:
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- fOL: Okerf,M»
- Para cada morfismo de A-médulos g: N — M que satisface fog = Oy, existe un
tnico morfismo de A-médulos ¢’': N — ker f tal que el diagrama

ker f

conmuta.

PROPOSICION 6.13. Si f: M — M’ es un morfismo de A-mddulos, entonces dos elementos
m,n € M tienen la misma imagen bajo f st y solo st m + ker f = n + ker f.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata de la Proposicién 1.76. U

COROLARIO 6.14. Un morfismo f de A-mddulos es inyectivo si y sélo si ker f = 0.

5. Cociente de mdédulos

Consideremos un A-médulo M y un subgrupo N de M. Es facil ver que el grupo cociente
M/N tiene una estructura de A-médulo tal que la proyeccién candnica m: M — M/N es
A-lineal, si y s6lo si N es un submédulo de M. Dado m € M, denotemos con [m] a la clase
de m en M/N. Como 7 es sobreyectiva, la accién de A sobre M /N es unica y satisface

a-[m]=la-m)].

Es evidente que kerm = N, lo cual muestra, en particular, que todo submédulo de M es el
nicleo de un morfismo.

La proyeccién canénica m: M — M/N tiene la siguiente propiedad, llamada propiedad
universal del cociente:

- Si f: M — M’ es un morfismo de A-médulos cuyo niicleo incluye a N, entonces existe
un tnico morfismo de A-mdédulos f: M/N — M’ tal que el tridngulo

M4f>M/

el

conmuta.

Para comprobarlo basta observar que, por la propiedad universal del cociente de grupos, dado
un morfismo de grupos abelianos f: M — M’ con N C ker f, existe un tnico morfismo de
grupos abelianos f: M/N — M’ tal que el diagrama anterior conmuta, y que f es A-lineal
si y s6lo si f lo es. Es facil ver que ker f = ker f/N e Im f = Im f (de hecho, esto es una
consecuencia inmediata de que ambas propiedades son ciertas en la teoria de grupos).

El resto de la seccién estara dedicado a establecer algunos resultados que son consecuencias
mas o menos directa de la propiedad universal del cociente. Entre ellos, los teoremas de iso-
morfismo de Noether.
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TEOREMA 6.15 (Primer teorema de isomorfismo). Toda funcion A-lineal f: M — M' in-
duce un isomorfismo f: M/ker f — Im f.

DEMOSTRACION. Es claro. O

EJEMPLO 6.16. Supongamos que M = Am es ciclico. Entonces el morfismo
A——M

a——a-m
es sobreyectivo y su nicleo es un ideal a izquierda I. Ast, por el teorema anterior, M ~ A/I.

TEOREMA 6.17 (Segundo teorema de isomorfismo). Si L C N son submddulos de un
A-médulo M, entonces N/L es un submddulo de M/L y M/N ~ (M/L)/(N/L).

DEMOSTRACION. Copie la prueba del Teorema 1.84. O

TEOREMA 6.18 (Tercer teorema de isomorfismo). Si L y N son dos submddulos de un
A-médulo M, entonces L/LN N ~ (N + L)/N.

DEMOSTRACION. Copie la prueba del Teorema 1.85. (I

El conjunto Suby (M), de los submédulos de un A-médulo M que incluyen a un submédulo
dado IV, es un reticulado completo via el orden dado por la inclusién. El infimo de una familia
(M;)ier de submddulos de M es la interseccién (,c; M;, y el supremo es la suma  ,_; M;.
Cuando N = 0 escribiremos Sub(M) en lugar de Subg(M). En general este reticulado no es
distributivo, pero siempre es modular. En otras palabras, dados submddulos K, L y () de M
tales que L C K,

KN(L+Q)=L+KnNQ.

Esto puede probarse argumentando como para el reticulado de ideales de un anillo.

TEOREMA 6.19 (Teorema de la correspondencia). Si f: M — M’ es un morfismo sobre-
yectivo de A-mddulos, entonces las funciones

Subyey (M) — Sub(M’) Sub(M') —— Subye, £(M)
Nr+— f(N) N' ——— f71(N))

son isomorfismos de reticulados, inversos uno del otro. Ademas L/N ~ f(L)/f(N) para cada
L,N € Subye (M) con N C L.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia facil del Teorema 1.90. Alternativamente, se lo
puede probar copiando la demostracion de una parte de ese resultado. O

DEFINICION 6.20. Un A-mddulo M es simple si M # 0 y sus tnicos submddulos son los
triviales.

DEFINICION 6.21. Un submddulo N de un A-mddulo M es maximal si es propio y no
existe ningun submdodulo L de M tal que N C L C M.

COROLARIO 6.22. Un submddulo N de un A-mddulo M es mazimal si y solo si M/N es
simple.

OBSERVACION 6.23. Un A-mddulo no nulo M es simple si y sélo si M = Am para todo
m € M\ {0}. En particular todo A-mddulo simple es ciclico y, por lo tanto isomorfo a un
cociente de A por un ideal a izquierda que, por el corolario anterior, es maximal.
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PROPOSICION 6.24. Para cada A-médulo M y cada submddulo N de M wvale que:
1. Si M es finitamente generado, entonces M /N también lo es.

2. Si N y M/N son finitamente generados, entonces M también lo es.

DEMOSTRACION. El primer item es obvio, ya que las clases de un conjunto de generadores
de M forman un conjunto de generadores de M/N. Probemos que vale el segundo. Para ello

serd suficiente verificar que si {nj,...,n,} genera N y mq,..., ms son elementos de M \ N,
cuyas clases generan M /N, entonces {ni,...,n,,my,...,ms} genera M. Tomemos m € M
arbitrario y escribamos
[m] =ay - [mi]+---+as-[mg] cona,...,as € A
Comom —ay-my—---—as-mgs €N, existen by,...,b. € A tales que
m_a'l'ml_"'_G/S'ms:bl'nl—i_”'—i_bT'nT?
lo cual termina la prueba. |

PROPOSICION 6.25. Si N es un submddulo propio de un A-mddulo M y M/N es finita-
mente generado, entonces M tiene un submddulo maximal que incluye a N. En particular,
todo A-maodulo finitamente generado tiene submddulos mazimales.

DEMOSTRACION. Supongamos que las clases de my,...,m, € M en M/N generan M /N
y consideremos el conjunto P de los submddulos propios de M que contienen a N. Notemos
que P no es vacio pues N € P. Por el lema de Zermelo podemos tomar una cadena maximal
(Ni)ier de elementos de P. Dado que evidentemente no hay ningin submoédulo propio de M
que contiene a todos los Nj, el teorema quedara probado si podemos ver que | J N; es propio.
Pero esto es claramente asi, pues si mq,...,m, estdn en esta unién, entonces mq,...,m, € N;
para algtin i € I, lo que se contradice con que N; es propio, pues N + (mq,...,m,) =M. O

EJERCICIO 6.26. Pruebe que el Z-modulo Q no tiene submddulos maximales.

Consideremos un morfismo de A-mdédulos f: M — M’ y submdédulos N de M y N’ de
M ’. Por la propiedad universal del cociente, si f(IN) C N’, entonces existe un inico morfismo
f: M/N — M’'/N’ tal que el cuadrado

M—1

.

M/N Lo /N

donde 7 y 7 son las proyecciones canénicas, conmuta. De las férmulas para el ntcleo y la
imagen obtenidas al establecer la misma, se sigue de inmediato que

Imf=7'(Imf) y  kerf=f'(H)/H.
PROPOSICION 6.27. La correspondencia establecida arriba tiene las siquientes propiedades:

1. Para todo submddulo N de M, el morfismoid: M/N — M/N es la identidad de M/N .

2. Consideremos morfismos de A-mddulos f: M — M' y g: M' — M" y submddulos N
de M, N" de M" y N" de M". Si f(N) C N" y g(N') C N, entonces go f(N) C N
ygof=golf.

153



6 Producto y coproducto directo Teoria elemental de mdédulos

DEMOSTRACION. Por la unicidad de los morfismos id y g o f, basta observar que el cua-
drado

M—4 M
M/N - M/N
y el rectangulo exterior del diagrama
M—t

lﬂ l,r, lﬂ,,
M/NLM//N/LM”/NH

conmutan. U

6. Producto y coproducto directo

Ahora vamos a estudiar dos construcciones, el producto y el coproducto directo de médu-
los, las cuales son las maneras mé&s simples de obtener nuevos médulos a partir de otros
(aunque su importancia se debe mas a las propiedades universales que tienen que a este he-
cho). Comenzamos considerando la suma directa interna, que nos da la forma mas sencilla en
que un médulo puede recuperase a partir de algunos de sus submédulos. Luego introducimos
las nociones de producto directo y de coproducto directo o suma directa externa, y estudiamos
algunas de sus propiedades y la relacién que hay entre estas construcciones y la suma directa
interna.

6.1. Suma directa interna

Consideremos un A-médulo M y una familia (M;);c; de submédulos de M. En general
la escritura de un elemento m € Zje 7 M como una suma con soporte finito

(38) m = Z mj,

jeJ
de elementos m; € M;, no es tnica. En particular, 0 puede tener escrituras no triviales (es
decir, con algin m; no nulo). Decimos que (M;),cs estd en suma directa, o que la suma de
los Mj es directa, y escribimos P, ; M; en llugar de >, ; Mj, si la escritura (38), de cada
elemento me ) . ; Mj, es tnica. Si M =€P,,
interna de la familia de sus submddulos (M;);e.s. En este caso las aplicaciones

M; decimos también que M es la suma directa

M; 2 M M—"" o M,
mrEe——m y

djes My =
son morfismos bien definidos de A-médulos para cada i € J, que satisfacen

inszéij y E LjOﬂ'j:ld.
JjeJ
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TEOREMA 6.28. Consideremos un A-médulo M y una familia (M;)je; de submddulos de
M tal que M = Zje.] M;. Por brevedad denotemos con M; a ZjGJ\{i} M;. Son equivalentes:

1. M es suma directa interna de (M;)je.

Nics Mz =0.

. M;(\M; =0 para cada i € J.

- M; (N >2;<; Mj =0 para todo orden total de J y cada i € J.

. Eziste un orden total de J tal que M;(13_;, M; =0 para cada i € J.

. Si EjeJ mj = 0, donde mj € M; para cada j y (mj)jes es una familia con soporte
finito, entonces mj = 0 para todo j (dicho de otra forma, la tinica escritura de O es
la trivial).

ST NS

DEMOSTRACION. 1) = 2) Es trivial.

2) = 3) Porque M; C (), M.
3)
)
)

Esto es claro.

o

= 4)
= 5) Pues todo conjunto puede ser bien ordenado y, en particular, totalmente ordenado.
= 6)

) Supongamos que 0 tiene una escritura no trivial

0 :ZZE:Tnj

Sii € J es el méximo indice tal que m; # 0, entonces M; (>
al item 5).

6) = 1) Si (mj)jes v (nj)jcs son familias con soporte finito de elementos de M tales que

D mi=

jeJ jeJ

j<i Mj # 0, lo que contradice

con mj,n; € M; para todo j, entonces
> (nj—my) =0
JjEJ
y, por lo tanto, m; = n; para todo j. O
OBSERVACION 6.29. Es evidente que una suma finita de submddulos finitamente generados
de un A-mddulo M, es finitamente generada. Esto se aplica en particular a sumas directas.

Reciprocamente, si una suma directa de A-mddulos es finitamente generada, entonces tiene
soporte finito y, por la Proposicion 6.24, cada uno de los sumandos es finitamente generado.

6.2. Producto directo

El producto cartesiano de una familia de A-mdédulos (M;);ecs es un A-mddulo, llama-
do producto directo de la familia (Mj);cs y denotado Hje ; Mj, via la suma coordenada a
coordenada y la accion diagonal

a-(mj)jes = (a-mj)jes.
Las proyecciones canénicas 7;: [[;; M; — M; son morfismos de A-médulos, y las operaciones

estan definidas adrede para que esto ocurra. Es claro que el grupo aditivo subyacente al médulo
[Lic; M; es el producto directo de los grupos aditivos subyacentes a los M;’s. Procediendo como
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en la Subseccién 14.2 del Capitulo 1, cuando no haya posibilidad de confusién escribiremos
[IM; en lugar de [[;.; M;, y también haremos muchas otras simplificaciones similares tanto
en esta como en la préxima subsecciéon. Ademds, siguiendo una costumbre bien establecida
escribiremos My X - -+ x M, en lugar de Hz‘eﬂn M;.

El producto directo tiene la siguiente propiedad universal:

- Para cada familia (f;: M — M;);e; de morfismos de A-mddulos, existe un tnico
morfismo f: M — [[ M; tal que para cada j € I el diagrama

M

j

[1M; M;

conmuta.

Claramente f(m) = (fi(m));er y kerf = [ ker(f;). Una manera equivalente de establecer la
propiedad universal de [ M; es diciendo que, para cada A-médulo M, la correspondencia

Hom(M, [] M;) v [[Hom (M, M;)
f——"=(mof)iel

es biyectiva. Es facil ver que ¥ es un isomorfismo de grupos abelianos.

OBSERVACION 6.30. Consideremos submddulos My, ..., M, de un A-mdédulo M. Como
en el Teorema 6.28, escribamos My := My + -+ M; + -+ -+ M,. Por la propiedad universal
del producto, las proyecciones candnicas wy: M — M /Mg inducen un morfismo

M M

M s — XX —
M5 M

cuyo nicleo es ('_y Mz. Por la Observacion 1.119, sabemos que 7 es sobreyectivo si y slo
si M =M+ .-+ M,.

COROLARIO 6.31. El morfismo m es bijectivo si y sélo si M es suma directa interna de
los submaédulos My, ..., M,.

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata del Teorema 6.28 y la Observacién 6.30. [

PROPOSICION 6.32. Para cada familia (f;: M; — N;)ieq de morfismos de A-mddulos, existe

un unico morfismo

-, b

J
M; N

tal que los diagramas

conmutan.

DEMOSTRACION. Se sigue de la propiedad universal de [] N;. [l
156



Teoria elemental de médulos 6 Producto y coproducto directo

Es facil ver que

L1 fi(tma)ier) = (fi(ma))ier, kef(H fz‘) = [Jker(fs) e Im(H fi) = [[1m(f).

OBSERVACION 6.33. La correspondencia introducida en la Proposicién 6.32 tiene las si-
guientes propiedades:

1. [Tidag, = idpp -
2. Para cada par (fi: L; = M;)icr y (9i: Mi — N;)icr, de morfismos de A-mddulos,

(ng) o (H fi) = [ (9o £0)-

OBSERVACION 6.34. Si N; es un submddulo de M; para cada i € I, entonces las proyec-
ciones candnicas 7;: M; — M;/N; inducen un morfismo sobreyectivo

. o
cuyo nicleo es [[ N;. Por consiguiente,

[[M: 1M
[T N _Hﬁz

6.3. Coproducto directo

El coproducto directo o suma directa de una familia de A-médulos (M;)ier, es el submédulo
@B, M; de [[ M;, formado por todos los elementos con soporte finito. Esto es:

@M~ = {(mi)ie] € 1_[]\4Z :m; = 0 salvo para finitos indices i € I} .

Dado un A-médulo M denotamos con M) a la suma directa de la familia (M;)ier, donde
cada M; es una copia de M.

Es obvio que el grupo aditivo subyacente al médulo €,.; M; es el producto directo res-
tringido de los grupos aditivos subyacentes a los M;’s y es facil comprobar que las inclusiones
canénicas ¢j: M; — €, M; son morfismos de A-médulos. Ademds, por los resultados de la
subseccion 14.3 del Capitulo 1, sabemos que

mi(t;(m)) =m paratodoi € [y me M;,

que

Z ti(mi(m)) =m para todo m € @Mi,

i€l
y que, para cada familia (f;: M; — M);cr, de morfismos de grupos abelianos, existe un tinico
morfismo de grupos abelianos f: @ M; — M tal que para cada j € I el diagrama

M

fi ;

M; ! D M;

conmuta. Recordemos que f(m) = ) f;(m;(m)), donde 7;: @@, ; M; — M; es la proyeccién
canodnica. Un célculo directo muestra que si M es un A-moédulo y los f;’s son A-lineales,
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entonces f es un morfismo de A-médulos. Esto establece la propiedad universal de la suma
directa, la cual puede formularse también diciendo que para cada A-mdédulo M, la aplicacién

¥: Homy (@ Mi,M> - [ Homa(M;, M),

definida por ¥(y) := (¢ 0 t;)ier, es biyectiva. En realidad vale algo més fuerte, que ¥ es un
isomorfismo de grupos abelianos. Es obvio que

el

OBSERVACION 6.35. Para cada familia (M;);e; de submddulos de un A-mddulo M, la
funcion

D M; - M
(Mmi)ier ——= >2er M
es un morfismo de A-mddulos. Como caso particular de lo que vimos arriba obtenemos que
ker¢ = {(mi)ig € @MZ : Zml = O} e Img¢= ZMZ
el
PROPOSICION 6.36. Para cada familia (M;);cr, de submddulos de un A-mddulo M, son
equivalentes:

1. > M; es suma directa interna de (M;)cr.
2. El morfismo ¢: @ M; — M, definido por g((mi)ig) =D ier My, es inyectivo.

DEMOSTRACION. Se lo comprueba inmediatamente. O

Notemos que esto dice que los M;’s estdn en suma directa interna si y sélo si el morfismo
¢ es inyectivo.

PROPOSICION 6.37. Para cada familia (f;: M; — N;)icr, de morfismos de A-mddulos,
eziste un Unico morfismo
D s Dmi— D

/i

tal que los diagramas

M; N;

I g
D fi

D M; D N

conmutan.
DEMOSTRACION. Se sigue de la propiedad universal de @ M;. ]

Es facil ver que

(@ fi) ((mi)ier) = (fi(mi))ier, ker <€B fi) —Prker(f;) e Im (@ fz’) =P m(fi).

OBSERVACION 6.38. La correspondencia introducida en la Proposicion 1.124 tiene las
siguientes propiedades:
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1. @idy; = idgy ;-
2. Para cada par (fi: Li— M;)icr y (gi: Mi — N;)ier, de familias de morfismos de A-md-

dulos,
(@ 9i> o (@ fz’) = Pgio ).

OBSERVACION 6.39. Si N; es un submddulo de M; para cada i € I, entonces las proyec-
ciones canonicas m;: M; — M;/N; inducen un morfismo sobreyectivo

P )
oM O g

cuyo nicleo es @ N;. Por consiguiente,

DM M
D N _@ﬁ

6.4. Morfismos entre sumas directas finitas de A-mdédulos

Los resultados que daremos ahora son similares a los establecidos para grupos en la sub-
seccién (6.4) del Capitulo 1. En realidad son algo mejores, y esto se debe a que en cada
A-médulo la suma es conmutativa.

Para cada par M = (My,..., M,) y M' = (Mj, ..., M]), de familias finitas de A-médulos,
el conjunto MSXT(Hom A(M, M/ )) formado por todas las matrices
fiu oo S
(fg)=1:+ .
fsl s fsr
con f;; € Homy(Mj, M]), es un grupo abeliano via la suma coordenada a coordenada. Cuan-
do M = M’ escribiremos M, (EndA(M)) en lugar de err(HomA(M,M)). Notemos que
M, ( EndA(M)) es un anillo via el producto de matrices. De hecho, cuando M =---=M,=M,
es el anillo de matrices M, (Enda(M)).

OBSERVACION 6.40. La aplicacion

0: My, (Homuy(M,M')) — Homu (M ® - ® M,,M{ & --- & M),

definida por

g(fij)(mla cee 7mr) = (Z flj(mj)7' . 'aZfsj(mj)>a

es un isomorfismo de grupos abelianos. Su inversa es la funcion que envia cada morfismo
[ M@ dM, — M & &M, en la matriz (m;o for;), donde m;: M{ & --- & M, — M/
es la proyeccion candnica a la i-ésima coordenada y vj: M; — My @ --- ® M, es la inclusion
canonica en la j-ésima coordenada.

Si escribimos los elementos de

Mi@---@®M, y M{&---®M,
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como vectores columna, entonces

Juu o i my
e(fij)(mlﬂ"'vmr): . :
fso oo fer) \rw
Supongamos ahora que M” = (M{,..., M/') es otra familia de A-mdédulos. Es facil ver que

para cada (fi;) € MSXT(Hom(M,M’)) y (gr1) € MtXS(Hom(M’,M”)),
0((gr)(fij)) = 0(gr) 0 O(fi5),
donde (gi1)(fij) es el producto de matrices. En particular
0: M,(Enda(M)) — Enda(M; @ --- @ M,)
es un isomorfismo de anillos.

OBSERVACION 6.41. Para cada B := (b;j) € Mgxr(A°P), denotemos con lg: A” — A® al
morfismo de A-mddulos que a cada r-upla de elementos de A le asigna el resultado obtenido
luego de escribirla como vector columna con coeficientes pensados en A°P y multiplicarla a
izquierda por B. Esto es:

bi1 ... by, al
Ig(ay,...,ar) =
bs1 ... bs ar
para todo (ay,...,a,) € A". Usando los resultados de la presente subseccion y la Observa-

cion 6.12, se comprueba facilmente que la correspondencia

M,y (A%P) —= Hom (A7, A%)
B+ lB

es un isomorfismo de grupos abelianos. Mds ain, evidentemente I, = idar y lcp = lcls para
cada par de matrices B € Mgy, (AP) y C € Myys(A°P).

7. Sucesiones exactas cortas

Una sucesién de A-moédulos y morfismos

M, f1 M, f2 M, f3 M,

es una sucesion exacta si la imagen de cada morfismo es el nicleo del siguiente. Esto es, si la
sucesion subyacente de morfismos de grupos abelianos es exacta. Una sucesion exacta corta
es una sucesion exacta de la forma

f g

(39) 0 M M M 0.

Como vimos en la Secciéon 16 del Capitulo 1, esto ocurre si y sélo si f es inyectiva, g es
sobreyectiva y ker g = Im f.
Decimos que la sucesién exacta corta (39) es equivalente a la sucesién exacta corta

0—>M s NP
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si existe un morfismo de A-médulos h: M — N tal que el diagrama

0 ML 0
J/idM/ lh \Lidjwu
0 M — s N2 0

conmuta. Como vimos en la Seccion 16 del Capitulo 1, en ese caso h es un isomorfismo.
Una consecuencia inmediata de la definicién es que la relacién de equivalencia de sucesiones
exactas cortas es reflexiva y transitiva. Ahora es claro que también es simétrica.

PROPOSICION 6.42. Para cada sucesion exacta corta de A-mddulos

0— M Loy

"
M 0,
son equivalentes:

1. g es una retraccion.
2. f es una seccion.
3. Ewisten morfismos s: M" — M yr: M — M’ tales que for + sog =idy,.

Ademds, sis: M"—M yr: M — M' satisfacen la propiedad del item 3), entonces la sucesion

0 M" = M —"s M 0

es eracta, s es una seccion de g y r una retraccion de f. Por dltimo, cada seccion s de g
puede completarse de manera inica a un par (s,r) que satisface las condiciones requeridas en
el item 3), y lo mismo vale para cada retraccion r de f.

DEMOSTRACION. Asumamos que s y r satisfacen las condiciones requeridas en el item 3).
Como g es sobreyectiva, de la igualdad

gosog=go(for+sog)=g
se sigue que s es una seccion de g. Una cuenta similar muestra que r es una retraccién de f.
Pero entonces
ros=ro(for+sog)os=roforos+rosogos=ros+ros,
por lo que Im s C kerr. En realidad Im s = ker r porque
m=(for+sog)(m)=sog(m) paracada m € kerr.

Ahora estamos listos para probar la equivalencia de los items 1), 2) y 3) y las tltimas afirma-
ciones del enunciado. Notemos primero que en los comentarios anteriores ya fue probado que
1) y 2) son consecuencia de 3).

1) = 3) Supongamos que s es una seccién de g. Como f es un isomorfismo de M’ con el
nucleo de g y

go (idy —s0g) =0,
existe un tinico morfismo de A-médulos r: M — M’ tal que for =idy —sog.

2) = 3) Un argumento similar al usado para probar que 1) = 3) muestra que dada una
retraccién r de f, existe un tinico morfismo s: M” — M tal que for + sog = idy;. O
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Una sucesion exacta corta es escindida si satisface las condiciones equivalentes listadas
en la proposicién anterior. Por ejemplo, para cada par de A-médulos M’y M”, la sucesién
exacta corta

Lag? U
(40) 0O—M —MoeM'——M"——0,
donde ¢y v wpv son la inclusion y proyeccion candnicas, es escindida. El siguiente resultado
muestra que este ejemplo es arquetipico.

PROPOSICION 6.43. Una sucesién exacta corta de A-mddulos

(41) 0— M om0

es escindida si y solo si es equivalente a la sucesion exacta corta (40).

DEMOSTRACION. Basta observar que un morfismo (r,h): M — M’ & M" realiza una
equivalencia entre las sucesiones exactas cortas (40) y (41) si y sélo si h = g y 7 es una
retraccion de f. O

162



Capitulo 7

Algunos tipos de mdédulos

1. Mobdulos libres

Consideremos un A-médulo M y un subconjunto S de M. Una combinacion lineal de
elementos de S es una suma
o

seS

donde cada as € Ay (as)ses es una familia con soporte finito. Al escalar as se lo llama el
coeficiente de s en la combinacién lineal. Es evidente que el conjunto de las combinaciones
lineales de elementos de S coincide con el submédulo de M generado por S. Decimos que S
es linealmente independiente si

Zas‘s:O:aS:O para todo s.
SES

Es decir, si la tinica combinacion lineal de elementos de S que da cero es la trivial. En este
caso cada elemento de AS se escribe de manera tinica como combinacién lineal de elementos
de S, porque

Zas-s:st-s:Z(as—bs)-SZO:as—bs:0 para todo s.
ses seSs seS

Por tltimo, decimos que S es una base de M, si es un conjunto linealmente independiente de
generadores de M. Un A-médulo M es libre si tiene una base. No todo A-médulo es libre.
Por ejemplo el Z-médulo Z /27 no lo es. Por otra parte, para cada conjunto I, el A-mdédulo
AW es libre. Una base, que siguiendo una tradicién firmemente establecida, llamaremos base
candnica de AD) | es el conjunto {e;:i €I}, donde ¢;: I — A es la funcién que vale 1 en iy 0
en todos los otros puntos de su dominio.

OBSERVACION 7.1. Si M es un A-mddulo libre con base S y f: M — N es un isomorfismo
de A-mddulos, entonces N es libre con base f(S).
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Todo par (M, S), formado por un A-médulo libre M y una base S de M, satisface la
siguiente propiedad universal:

- Cada funcién f: S — N de S en un A-médulo N se extiende de manera unica a
un morfismo de M en N. En otras palabras, existe un tinico morfismo de A-médulos

f: M — N, tal que el tridangulo

54f>N

7s

donde ¢: S — M es la inclusién candnica, conmuta.

En efecto, debido a que cada elemento m € M es una combinacién lineal

(42) m:Zas-s,

necesariamente f(m) = >, g as - f(s). Como la escritura (42) es tnica, esta definicién no es

ambigua. Finalmente, es fcil comprobar que la funcién f que acabamos de determinar, es
A-lineal.

PROPOSICION 7.2. Si M es un es un A-mddulo libre con una base S, entonces M es
candnicamente isomorfo a AX).

DEMOSTRACION. Por las propiedades universales de (M, S) y (A®), {e, : s € S}), existen
morfismos tinicos de A-moédulos

fiA®) 5 M y g: M — A®)

tales que f(es) = sy g(s) = es para todo s € S. Como los tridngulos

S—s>M S —t s M
M M

conmutan, se sigue de la unicidad en la propiedad universal de (M,S) que fog=idys. Si-
milarmente, go f = id 4(s). O

NotA 7.3. La palabra candnicamente en el enunciado de la proposicion anterior hace
referencia al hecho de que el isomorfismo f: AS) — M es el inico que extiende a la biyeccion
es — s, de la base candnica de A®) en S.

TEOREMA 7.4. Supongamos que A es un anillo no nulo. Son equivalentes:
1. Todos los A-mddulos son libres.
2. A tiene un A-mddulo simple libre.
3. A es un anillo de division.
DEMOSTRACION. 1) = 2) Es suficiente verificar que hay un A-mdédulo simple. Para ello

basta notar que por la Proposiciéon 6.25 el anillo A tiene un ideal a izquierda maximal [ y,
que por la Proposicién 6.22, el médulo cociente A/I es simple.
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2) = 3) Tomemos un A-mdédulo simple M con una base B. Como M no es nulo, B tiene un
elemento m # 0. Como M es simple y m es linealmente independiente, la funcién

Ay

at—=a-m
es un isomorfismo. Asi, A es un A-mdédulo simple y entonces, por la Proposicién 4.25, un
anillo de division.

3) = 1) Consideremos un A-médulo M. Si M = 0, entonces M es libre con base ). Supon-
gamos que M # 0. Por el Lema de Zorn, M tiene un conjunto linealmente independiente
maximal S. Sim € M\ S, entonces S U {m} es linealmente dependiente y, por lo tanto, hay
una combinacién lineal no trivial

)\m-m+2/\s-s:0.
ses
Por la independencia lineal de S, necesariamente A, # 0. Despejando obtenemos que
m = —Z)\;ll)\s - 8,
ses
lo cual prueba que (S) 2 (M \ S)US = M y muestra que S es una base de M. O
OBSERVACION 7.5. Todo A-médulo M es isomorfo a un cociente de un mddulo libre. Mds

precisamente, si S es un conjunto de generadores de M, entonces la funcién m: AS) — M,
definida por w(es) := s, para todo s € S, es un epimorfismo. Por lo tanto M ~ A(S)/ker .

Ampliando un poco la definicién dada arriba, diremos que un A-mddulo libre sobre un
conjunto X es cualquier par (M, j), formado por un A-médulo M y una funcién j: X — M,
que tiene la siguiente propiedad universal:

- Para cada funcién f: X — N, de X en un A-médulo N, existe un tinico morfismo de
A-moédulos f: M — N, tal que el tridngulo

x-—t.N

za

conmuta.

OBSERVACION 7.6. Si (M, j) es un A-mddulo libre sobre X, 1: Y — X es una funcidn
biyectiva y ¢: M — N es un isomorfismo de A-mddulos, entonces (N, pojol) es un A-médulo
libre sobre Y.

PROPOSICION 7.7. Un par (M,j), formado por un A-mdédulo M y una funcién j: X — M,
es un A-mdédulo libre sobre X si y sdlo si la aplicacién A-lineal ¢: AX) — M, definida por
v(er) == j(z), es un isomorfismo. En consecuencia, j es inyectiva y j(X) es una base de M.

DEMOSTRACION. Por la observacién anterior si ¢ es un isomorfismo, entonces (M, j) tiene
la propiedad universal requerida. Reciprocamente, si (M, j) tiene esta propiedad, entonces hay
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un tnico morfismo ¢: M — A tal que el tridngulo

X1 .o m

AX)

donde ¢ es la funcién que manda x en e,, conmuta. Como Yowor =1y potoj = j, debido
a las propiedades universales de (AX) {e, : z € X}) y (M, ), debe ser 1o p = idyx) y
poth =idy. O

PROPOSICION 7.8. Si un mddulo libre M es finitamente generado, entonces todas sus
bases son finitas; si mo lo es, entonces todas tienen el mismo cardinal.

DEMOSTRACION. Puesto que las bases son conjuntos minimales de generadores, esto es
una consecuencia inmediata de la Proposicion 6.11. ]

Decimos que un anillo A satisface la propiedad de invariancia del cardinal de las bases, o,
por brevedad, que tiene o satisface la ICB, si en cada A-médulo libre todas las bases tienen
el mismo cardinal. Como un médulo libre finitamente generado es isomorfo a uno de la forma
A™ y, por la proposicién anterior, todas las bases de un médulo libre no finitamente generado,
son coordinables, A tiene la ICB si y sélo si A™ >~ A™ < n = m. Finalmente, puesto que tener
un isomorfismo A™ ~ A™ es lo mismo que tener matrices A € My,xn(A) y B € My xm(A)
tales que AB =1, y BA =1,,, donde I,,, € M,,,(A4) e I, € M,,(A) son las matrices identidad,
es inmediato que A tiene la ICB si y sélo si la existencia de tales matrices es imposible cuando
m #n.

EJEMPLO 7.9. Para cada anillo no nulo A, el anillo B := Ends(AMN)) no tiene la ICB.
Para verificarlo basta observar que la aplicacion ¥ = (Y1,12) de B en B @ B, definida por

Y1(f)(ei) == flezi-1) y  a(f)(e) = f(e2),

donde {e, : n € N} es la base candnica de AN es un isomorfismo de B-mddulos.

PROPOSICION 7.10. Se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Un anillo A tiene la ICB si y sélo si A°P la tiene.

2. Si A tiene la ICB, entonces M, (A) tiene la ICB para todo r € IN.
3.5 f: A — B es un morfismo de anillos, y B tiene la ICB, entonces A también la
tiene.

DEMOSTRACION. La primera afirmacién se sigue ficilmente de que la transpuesta de un
producto AB de matrices con coeficientes en A es el producto como matrices con coeficientes
en A°P de la transpuesta de B con la transpuesta de A. La segunda vale porque cada matriz en
M, xn (M- (A)) puede verse de manera evidente como una matriz en My, xnr(A) y porque esta
correspondencia respeta productos e identidades. Para probar que vale la tercera es suficiente
mostrar que si dos matrices A € My, »n(A) y B € My, xm(A) satisfacen AB =1,,, y BA =1,
entonces m = n. Para ello basta observar que aplicando f en cada coordenada de A y de B
se obtienen matrices A’ € M,,xn(B) y B’ € My, (B) tales que A'B’ =1, y B'A’ =1,,, y que
(como por hipétesis B tiene la ICB) esto implica que m = n. ]

Un A-médulo a izquierda M es hopfiano si todo endomorfismo sobreyectivo f: M — M
es un isomorfismo.
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PROPOSICION 7.11. Si todo A-mddulo libre finitamente generado es hopfiano, entonces A
satisface la ICB.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe un isomorfismo f: A™ — A", con m,n € N, y
m < n. Entonces la funcién
An ! A"
b
(1. xn) —= f(x1,...,Zm)

es un endomorfismo sobreyectivo que no es inyectivo. O

Mas adelante, cuando estudiemos las condiciones de cadena, veremos que hay muchos
anillos para los que todo médulo finitamente generado es hopfiano.

TEOREMA 7.12. Todos los anillos conmutativos satisfacen la ICB.

DEMOSTRACION. Por el Corolario 4.39, hay un morfismo de A en un cuerpo. Asi el teore-
ma se sigue del item 3) de la Proposicién 7.10 y de que todos los anillos de divisién satisfacen
la ICB. O

Ahora estamos en posicion de probar el Teorema 1.101. Para ello serd conveniente esta-
blecer primero un resultado auxiliar, que es importante en si mismo.

PROPOSICION 7.13. Si (G,j) es un grupo libre, entonces el par (G/|G,G],m o j), donde
m: G = G/|G, G| es la proyeccion candnica, es un Z-mdodulo libre.

DEMOSTRACION. Denotemos con X al dominio de j y tomemos una funcién ¢: X — H,
de X en un grupo abeliano H. Por las propiedades universales de (G, j) y del abelianizado
de G, existen morfismos tnicos ¢: G — H y p: G/|G, G| — H tales que el diagrama

G

G, Gl

donde 7 es la proyeccién canénica, conmuta. En particular, pomoj = . Ademés @ es el tinico
morfismo con esta propiedad, porque si : G/[G,G] — H también satisface pomoj = ¢,
entonces, por la propiedad universal de (G, j), forzosamente pom = Gom y, por lo tanto, dado
que 7 es sobreyectivo, ¢ = p. O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.101. Supongamos que (G, j) y (H,[) son grupos libres
sobre X e Y respectivamente. Por los comentarios hechos al comienzo de la subseccion 17.1 del
Capitulo 1, sabemos que si G y H son isomorfos, entonces G/|G, G| y H/[H, H] también lo son.
Debido la Proposicién 7.13 y al Teorema 7.12, esto implica que |X| = |Y|. Reciprocamente,
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por la propiedad universal de (G, j), dada una biyeccién ¢: X — Y, existen morfismos tinicos
©:G— Hypl: H— G tales que los diagramas

—1

X2,y y X o x
lj - il y l . J
G—~H HZ >q@

conmutan. Como

pLlopoj=joptop=j,

debe ser =1 0% = idg. Un argumento similar muestra que o o1 = idy. U

2. Modbdulos de torsion y divisibles

En esta seccién asumimos que A es un dominio conmutativo y estudiamos las nociones
de torsién y divisibilidad de A-médulos.

2.1. Torsién

Un elemento m de un A-médulo M es de torsion si existe a € A\ {0} tal que a-m = 0.
Por ejemplo ([1],0) es un elemento de torsién del Z-médulo Zs3 @ Z, mientras que (0, 1) no lo
es. La torsion de M es el conjunto

T(M) :={m € M : m es de torsién}.
Un A-médulo M es de torsion si T(M) = M y es sin torsion si T(M) = 0.
EjeMPLO 7.14. Cada A-mddulo libre es sin torsion.
EJEMPLO 7.15. El Z-mddulo Q mno tiene torsion pero no es libre.
PROPOSICION 7.16. Para cada A-mddulo M, el conjunto T(M) es un submodulo de M.

DEMOSTRACION. Basta observar que para todobe Ay m,m' € M,sia-m=ad -m' =0
con a,a’ € A\ {0}, entonces

aa' - (m+m')=ad -m+ad -m'=da-m+ad-m"'=0 y a-(b-m)=b-(a-m)=0
porque A es conmutativo, y que aa’ # 0 porque A es un dominio. g

PROPOSICION 7.17. Para cada A-mddulo M, el submddulo T(M) es de torsion y el médulo
cociente M /T(M) es sin torsion.

DEMOSTRACION. Es evidente que la primera afirmacién es verdadera. Veamos que tam-
bién lo es la segunda. Tomemos m € M. Si [m] € T(M/T(M)), entonces a - m € T(M) para
algin a € A\ {0} y, por lo tanto, existe b € A\ {0} tal que ba - m = b- (a - m) = 0. Como
ba # 0, esto implica que m € T'(M). O

PROPOSICION 7.18. Para cada morfismo de A-mddulos f: M — N,
(T (M)) S T(N).
Ademds si f es inyectivo, entonces f(T'(M)) = f(M)NT(N).
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DEMOSTRACION. Tomemos a € A\ {0} y m € M. La inclusién se sigue inmediatamente
de que si a-m = 0, entonces a - f(m) = f(a-m) = 0. Supongamos ahora que f es inyectiva y
que a - f(m) = 0. Entonces f(a-m)=a- f(m) =0y asi a-m = 0. esto muestra que en este
caso f(T'(M)) = f(M)NT(N). O

OBSERVACION 7.19. Por la proposicién anterior cada morfismo de A-mdédulos f: M — N
mnduce por restriccion y por paso al cociente, morfismos

fo: TOM) > T(N) y 7, -

Se comprueba facilemente que

(idar)p = idroany v (idar)y = idars o(an
para cada A-mddulo M, y que

(gof)T:gTofT Y (gof)ngTofT,
para cada par de morfismos de A-mddulos f: M — N yg: N — L.

2.2. Divisibilidad

Decimos que un A-médulo M es divisible si para cada m € M y cada a € A\ {0}, existe
m’ € M tal que a-m’' = m.

EJEMPLO 7.20. Los Z-mddulos Q y Q/Z son divisibles. En cambio Z. no lo es. Notemos
que en el primer caso el m’ garantizado por la definicion de divisibilidad es tnico, pero en el
sequndo, no.

PROPOSICION 7.21. Los mddulos divisibles tienen las siguientes propiedades:

1. El producto directo de una familia de mdodulos divisibles es divisible.
2. La suma directa de una familia de modulos divisibles es divisible.

3. Todo sumando directo de un modulo divisible es divisible.
DEMOSTRACION. Dejada al lector. O

PROPOSICION 7.22. Si un A-mddulo M es divisible, entonces también lo es cada uno de
sus cocientes M /N.

DEMOSTRACION. Porque a-m’ =m = a-[m/] = [m]. O

LEMA 7.23. Si M es un A-mddulo divisible y sin torsion, entonces para cada m € M vy
cada a € A\ {0} existe un dnico m' € M tal que a-m' =m.

DEMOSTRACION. Como M es divisible, existe m’ tal que a-m’ = m. Si también a-m” = m,
entonces

a-(m' —m")=0,
por lo que m’ = m”, debido a que M es sin torsién. O
TEOREMA 7.24. Si M es un A-mddulo divisible y sin torsion, entonces tiene una unica

estructura de Qa-espacio vectorial (donde Q4 es el cuerpo de cocientes de A) que extiende a
su estructura de A-mddulo.
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2 Mdédulos de torsion y divisibles Algunos tipos de mdédulos

DEMOSTRACION. Si tal estructura existe, entonces

(p )_qp B
q q

para cada g € Qa y m € M. Pero por el lema anterior sabemos que existe un tinico m’ € M
tal que ¢ - m’ = p- m. Esto prueba la unicidad y obliga a definir

p
(43) —-m:=m.

q
Para ver que esta definicién es buena, basta observar que si % =2y s-m"” =r-m, entonces
m’ = m/. Pero esto es asi pues M no tiene torsién, gs # 0 y

gs-m" =qr-m=sp-m=qs-m'.
Notemos que

q<pm>:qm/:pm paratOdOEEQAymeM-
q q

Para concluir la demostracién debemos probar que M es un Q4-mdédulo via (43). Es claro
que 1-m = m para todo m € M. Afirmamos que

q q q
para todo g € Qa y m,n € M. En efecto, esto se sigue inmediatamente de que M es sin
torsiéon y
q q q q q
Argumentos similares muestran que M también satisface los otros axiomas de Q4-espacio
vectorial. g

PROPOSICION 7.25. Para todo A-mddulo N existen un A-mddulo divisible M y un mono-
morfismo t: N — M. Si N no tiene torsion, entonces se puede tomar M sin torsion.

DEMOSTRACION. Tomemos un conjunto I de generadores de N arbitrario. Es claro que
podemos suponer sin pérdida de generalidad que N =A() /S para un submédulo S de A,

Pero por la Proposicién 7.22 sabemos que M = Qg) /S es divisible, y es evidente que la

inclusién canénica de AD) en Qg) induce un monomorfismo ¢ de N en M. Ademads, debido a
la Proposicién 7.18,

((N)NT(M) = (T(N)).
En consecuencia si T(IN) = 0, entonces la composicién

M
T(M)

J\ N/ g

donde 7 es la proyeccién candnica, es inyectiva y asi, en este caso, podemos reemplazar M
por el médulo sin torsion M/ T(M). O

Notemos que si NV es sin torsién, entonces la dimensién del Q 4-espacio vectorial M, cons-
truido en la demostracién, es menor o igual al cardinal del conjunto de generadores de N
elegido.
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TEOREMA 7.26. Si N es un A-mddulo finitamente generado y sin torsion, entonces existe
un A-mddulo libre finitamente generado y un monomorfismo v: N — M.

DEMOSTRACION. Fijemos un conjunto finito S = {ni,...,ns} de generadores de N, to-
memos un subconjunto linealmente independiente maximal B = {n;,,...,n;,} de S y deno-
temos con M a (B). Por la definicién de B, para cada nj € S\ B existe \; € A # 0, tal que
Aj-nj € M. Escribamos A :=[[ A;. Notemos que, como A es un dominio conmutativo, A # 0
v A-n € M para todo n € N. Asi podemos considerar la aplicacién

N—"“~ M

n———=A-n
Dado que A es conmutativo y N es sin torsién, ¢ es un morfismo inyectivo de A-mddulos.
Como M es libre con base B, esto termina la prueba. O

3. Modbdulos proyectivos y médulos inyectivos

En la Subseccién 3.1 vimos que los conjuntos Hom 4 (M, N) tienen estructuras naturales
de grupos abelianos tales que dados morfismos de A-médulos v: N — N’ y u: M’ — N, las
funciones

ve: Homa(M,N) — Homa(M,N') y u*: Homu(M',N) — Homa(M, N),
definidas por v, (f) = vof y u*(f) = fou, son morfismos de grupos. En esta seccién estudiamos
el comportamiento de estas funciones respecto de la exactitud.

TEOREMA 7.27. Una sucesion

0 NN

14
N7,
de morfismos de A-mddulos, es exacta si y solo si la sucesion inducida

0 — = Homa(M, N') "~ Hom(M, N) —%~ Hom (M, N")
lo es, para cada mddulo M .

DEMOSTRACION. Por definicién, f es un monomorfismo si y sélo si f, es inyectivo para
todo M. Ademas es claro que

gof=0=g.0fi=0
para tédo A-médulo M. Reciprocamente, si g o fx = 0 para M := N’, entonces
gof=gs«o fi(idns) = 0.
Supongamos ahora que f es un monomorfismo e Im f = ker g, y tomemos v: M — N tal que

g«(v) = 0, Debido a la propiedad universal de la inclusién canénica ¢: kerg — N y a que f
define un isomorfismo de N’ en ker g, existe un tinico morfismo v': M — N’ tal que

f0f) = fou =,
Asi, en este caso, ker(g,) = Im(f,) para todo A-médulo M. Para terminar la demostracién
sera suficiente ver que si ker(g.) = Im(f,) para M := kerg, entonces kerg C Im f. Pero

como g«(¢) = 0 para la inclusién canénica ¢: kerg — N, existe ¢/: kerg — N’ tal que
fod=f/)=1y, asi, kerg=Im: C Im f. O
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TEOREMA 7.28. Una sucesion

NN

N" 0

de morfismos de A-mddulos, es exacta si y sélo si la sucesion inducida

0 —— Homyu(N", M) o Homy (N, M) S Hom 4 (N, M)
lo es, para cada mddulo M .
DEMOSTRACION. Dejada al lector. O

PROPOSICION 7.29. Consideremos morfismos de A-mddulos f: N' — N y g: N — N".
Son equivalentes:

1. La sucesion

f g

0 N’ N N” 0

es escindida.

2. Para cada modulo M, la sucesion inducida
0 — > Homa(M, N') X~ Hom(M, N) ¥~ Hom (M, N") —=0
es exacta.
3. Para cada modulo M, la sucesion inducida
0 — = Homa(N", M) —~~ Hom(N, M) —~ Hom(N’, M) — =0
es ezxacta.

DEMOSTRACION. Si s es una seccién de g, entonces claramente s, es una seccién de g,
cualquiera sea M. En particular g, es sobreyectiva. Reciprocamente, si g, es sobreyectiva para
M := N"| entonces existe s: N” — N tal que gos = g«(s) = idy~. Por el Teorema 7.27, esto
prueba que 1) < 2). La demostracién de la equivalencia entre 1) y 3) es similar. O

Decimos que un A-médulo P es proyectivo si dados un morfismo ¢’: P — N’y un morfismo
sobreyectivo g: N — N’, existe un morfismo ¢: P — N tal que el diagrama

e
©
N 2 N/

conmuta.

PROPOSICION 7.30. La suma de una familia de mdédulos proyectivos es un mddulo pro-
yectivo y todo sumando directo de un mddulo proyectivo es proyectivo.

DEMOSTRACION. Supongamos que (P;);c; es una familia de médulos proyectivos, que
g: N — N’ es un morfismo sobreyectivo y que

o' @PZ — N’
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es un morfismo. Como los P;’s son mddulos proyectivos, existen morfismos ¢;: P; — N tales
o 4 : - .. 4 ' .

que go; = ¢ ouj, donde ¢; es la inclusién canénica de P; en €, ; P;. Por la propiedad

universal de la suma directa hay un tinico morfismo

p: @ P— N
el
tal que por; = ¢; para todo j € J. Para concluir que la primera afirmacién es verdadera resta
probar que go ¢ = ¢, pero esto es consecuencia inmediata de que gogoi; =gop; = ¢ o
para todo j € I.

Consideremos ahora la segunda afirmacién. Supongamos que g: N — N’ es un epimorfis-
mo, que ¢': P — N’ es un morfismo y que existe un médulo @ tal que P & @ es proyectivo.
Entonces hay un morfismo ¢: P& Q — N tal que gop = ¢’ omp, donde mp: P& Q — P es
la proyecciéon canénica. Componiendo con la inclusién canénica tp: P — P @ () obtenemos
la igualdad

goypoip =g ompoip=¢,
la cual muestra que P es proyectivo. O

En la siguiente proposicién damos varias caracterizaciones de los médulos proyectivos

PROPOSICION 7.31. Para cada A-médulo P son equivalentes:

1. P es proyectivo.

2. Sig: N — N’ es un epimorfismo, entonces g.: Homa(P, N) — Homa (P, N') es un
epimorfismo.

3. Si

0 NN

es una sucesion exacta, entonces

N” 0

0 — = Homa(P, N') —~ Homu(P, N) —¥~ Hom (P, N") — 0
también lo es.
4. Todo epimorfismo g: N — P es una retraccion.

5. P es isomorfo a un sumando directo de un mddulo libre.

DEMOSTRACION. Es claro que 1) < 2). Ademds, por el Teorema 7.27, los items 2) y 3)
también son equivalentes. El cuarto item se sigue del primero tomando f’ = idp. Como todo
modulo es cociente de un médulo libre, 4) = 5). Finalmente, debido a la proposicién anterior,
para probar que 5) = 1) es suficiente ver que A es proyectivo, lo cual es evidente. [l

Un A-mdédulo I es inyectivo si dados un morfismo ¢': N’ — I y un morfismo inyectivo
f: N' < N, existe un morfismo ¢: N — I tal que el diagrama

N

N> N
conmuta.

PROPOSICION 7.32. El producto de una familia de mddulos inyectivos es un mddulo in-
yectivo y todo sumando directo de un mddulo inyectivo es inyectivo.
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DEMOSTRACION. Dejada al lector. O

PROPOSICION 7.33. Para cada A-mddulo I son equivalentes:

1. I es inyectivo.
2. Si f: N' — N es un monomorfismo, entonces f*: Homa(N,I) — Homa(N',I) es
sobreyectiva.

3. S

0 NN

es una sucesion exacta, entonces

N" ——0

0 — > Homu(N", I) —~~ Hom(N, I) -~ HomA(N',I) —— 0

también lo es.
4. Todo monomorfismo f: I — N es una seccion.

DEMOSTRACION. Es claro que 1) < 2). Ademds, por el Teorema 7.28, los items 2) y 3)
también son equivalentes. El cuarto item se sigue del primero tomando ¢’ = id;. Solamente
resta probar que 4) = 1). Para ello, dados un morfismo ¢': N’ — I y un morfismo inyectivo
f: N" < N, consideremos el diagrama conmutativo

Lr
I——I®ys N

/| fo

N/ (—f> N
donde I @, N es el cociente de I @ N por el submédulo J := {(¢'(n),—f(n)) : n € N'} e
t1, Lty son los morfismos inducidos por las inclusiones candnicas a la suma directa. Afirmamos
que ¢y es inyectivo. En efecto si (m,0) = (¢'(n), —f(n)), entonces n = 0 porque f es un
monomorfismo y, por lo tanto, m = ¢'(0) = 0. Asi, por hipétesis, ¢; tiene una retraccién r, y
es evidente que roiyo f=rowyop = . 0

TEOREMA 7.34 (Baer). Si todo morfismo de un ideal a izquierda de A en A-mddulo I, se
extiende a A, entonces I es inyectivo.

DEMOSTRACION. Supongamos que f: N’ — N es un monomorfismo y que ¢': N’ — [
es un morfismo. Una extensién parcial de ¢’ es un par (L,1), formado por un submédulo L
de N que contiene a f(N') y un morfismo [: L — I tal que lo f = ¢'. El conjunto de las
extensiones parciales de ¢’ estd ordenado por

(L,I) < (H,h) si LCHy hyp=L

Por el lema de Zorn hay una extensién parcial maximal p: M — I de ¢’. Para terminar la
prueba serd suficiente verificar que M = N. Tomemos n € N arbitrario y consideremos la
aplicacién A-lineal ¢: (M : n) — I, dada por ¢(a) := ¢(a - n). Por hipdtesis ¢ se extiende a
un morfismo ¢: A — I. Definimos @: M + An — I por @(m + a - n) := p(m) + 1(a) para
m € M y a € A. Esta definicién es correcta porque sim+a-n=m'+a -ncona,a’ € Ay
m,m’ € F, entonces a’ —a € (M : n) y asi,

p(m) — p(m') = p((a’ = a) - n) = ¢(a’ — a) = P(d') — Y(a).
Debido a la maximalidad de (M, ¢), de la existencia de la extensién (M + An, ), se sigue
que n € M. ]
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PROPOSICION 7.35. Supongamos que A es un dominio. Entonces todo mddulo inyectivo
es divisible. Si ademds A es principal, entonces vale la reciproca.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que I es inyectivo, tomemos m € [ ya € Ay
consideremos la aplicacién A-lineal f: Aa — I, dada por f(ba) := b-m. Por hipdtesis, existe
una extensién f: A — I de f. Es evidente que af(1) = f(a) = m. Supongamos ahora que
I es divisible y que todo ideal de A es monogenerado. Por el teorema de Baer, para probar
que I es inyectivo serd suficiente mostrar que, para cada a € A, todo morfismo f: Aa — I se
extiende a A. Como [ es divisible, existe m € I tal que a-m = f(a). Es claro que la funcién
f: A — I, definida por f(b) := b-m, es un morfismo de A-médulos que extiende a f. O
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Capitulo 8

Condiciones de cadena

Nuestro objetivo en esta secién es introducir las nociones de anillos noetherianos y ar-
tinianos y estudiar sus propiedades bésicas. En esta exposicion M designa a un A-médulo
arbitrario.

1. Mobdulos noetherianos

Un A-médulo es noetheriano si todos sus submédulos son finitamente generados. En el
siguiente resultado establecemos otras caracterizaciones muy utiles de esto médulos. Una
sucesiéon My, Ms, Mg, My, ... de submddulos de M es estacionaria si existe n € IN tal que
M, = M,4; para todo ¢ € IN.

PROPOSICION 8.1. Son equivalentes:

1. M es noetheriano.
2. Toda sucesion creciente My C My C M3 C --- de submddulos de M es estacionaria.

3. Toda familia no vacia de submddulos de M tiene un elemento mazimal.

DEMOSTRACION. 1) = 2) Consideremos una cadena creciente
My € My C Mz C---

de submédulos de M. Como N = |J; M; es finitamente generado, existe n € IN tal que
M, = N. En consecuencia M, = M, ; para todo ¢ € IN.

2) = 3) Supongamos, por el contrario, que existe una familia (M;);c; no vacia de submdédu-
los de M que no tiene elemento maximal. Afirmamos que hay una sucesién iy,i9,143,... de
elementos de I tal que

Miy G Miy & Mig & -+

En efecto, esto se sigue inmediatamente de que habiendo elegido i1, . . ., i, con esta propiedad,
por hipétesis existe i,41 € I tal que M;, & M;

n+1°
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3) = 1) Debemos probar que cada submédulo N de M es finitamente generado. Por hip6tesis,
N tiene un submddulo finitamente generado maximal N’. Como N’ + Am es finitamente
generado para todo m € N, necesariamente N’ = N. O

TEOREMA 8.2. Para cada submoddulo N de M son equivalentes:

1. M es noetheriano.
2. N y M/N son noetherianos.

DEMOSTRACION. Es claro que si M es noetheriano, entonces todos los submédulos de N
son finitamente generados. También lo es cada submédulo L de M /N, porque L = w(7 (L)),
donde m: M — M/N es la proyeccién canénica, y 7~ !(L) es finitamente generado por hipéte-
sis. Asi, 1) implica 2). Veamos que vale la reciproca. Tomemos un submédulo M’ de M. Por

hipétesis
M’ M + N
M NN ~
Y M'nN N
son finitamente generados. Pero entonces, por el item 2) de la Proposicién 6.24, también lo
es M. O

COROLARIO 8.3. Una suma directa de A-mdédulos My @ - - - ® M,, es noetheriana si y sélo
si cada M; lo es.

DEMOSTRACION. Por induccién en n usando el teorema anterior. O
PROPOSICION 8.4. Todo A-médulo noetheriano M es hopfiano.

DEMOSTRACION. Si f: M — M es un morfismo sobreyectivo que no es inyectivo, entonces
0 G ker f ¢ ker(f?) ¢ ker(f%) ¢ -

es una sucesion estrictamente creciente de submodulos de M. En efecto, 0 C ker f por hipdte-
sis, y, por el teorema de la correspondencia,

ker(f*) € ker(f"h) = ker(f™h) = £~ (ker(f)) € f7H (ker(fF1)) = ker(f*?).
Por consiguiente, M no es noetheriano. ]

Un anillo A es noetheriano a izquierda si lo es como A-médulo a izquierda, y es noetheriano
a derecha si A°P es noetheriano a izquierda. Si A es noetheriano a ambos lados, entonces se
dice simplemente que es noetheriano. En estas notas consideraremos sélo anillos noetherianos
a izquierda.

OBSERVACION 8.5. Todo cociente de un anillo noetheriano a izquierda es noetheriano a
izquierda.

TEOREMA 8.6 (de la base de Hilbert). Si un anillo A es noetheriano a izquierda, entonces
también lo es el anillo de polinomios A[X].

DEMOSTRACION. Supongamos que en A[X] hay un ideal a izquierda I que no es finita-
mente generado. Definimos una sucesién de polinomios Pj, Ps, ... en I como sigue: Tomamos
como Pj a un polinomio no nulo de grado minimo de I. Habiendo elegido P, ..., P;, tomamos
como P;11 a un polinomio no nulo de grado minimo de I\ Z;:1 A[X]P;. Llamemos a; al coe-
ficiente principal de P;. Por hipétesis el ideal a izquierda J := > i>1 Aaj de A, es finitamente
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generado. Asi, existe m € IN tal que J = Z;n:l Aaj. Escribamos a1 = u1a1 + -+ + UG-
Como el grado de P,,+1 no es menor que el de ninguno de los polinomios P, ..., Py,

m
P =y XeEmi)—gr(P)p oy g, et (Pmpr)—er(Pm) p o Z A[X]P;.
j=1
Puesto que ademds P41 pertenece a I\ 7" A[X]P;, la diferencia P11 — P también estd en
I\ Z;nzl A[X]P;j. Como gr(Pp41 — P) < gr(Pp+1), esto contradice la eleccién de P, q1. O

COROLARIO 8.7. Si A es noetheriano a izquierda, entonces A[X1,...,X,]|/I es noethe-
riano para cada ideal I de A[Xq, ..., X,].

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata del teorema de la base de Hilbert y de la
Observacion 8.5. ]

PROPOSICION 8.8. Si A es noetheriano a izquierda y M es un A-mddulo finitamente
generado, entonces M es noetheriano.

DEMOSTRACION. Por el Corolario 8.3, todo médulo libre finitamente generado es noe-
theriano a izquierda. El resultado se sigue ahora del Teorema 8.2, ya que al ser finitamente
generado, M es un cociente de un maédulo libre, que también lo es. O

COROLARIO 8.9. Todo anillo noetheriano a izquierda o a derecha satisface la ICB.

DEMOSTRACION. Por el item 1) de la Proposicién 7.10 basta probarlo para anillos noet-
herianos a izquierda, y para estos vale por la Proposiciones 7.11, 8.4 y 8.8 U

COROLARIO 8.10. Los anillos de division satisfacen la ICB.

PROPOSICION 8.11. Consideremos submddulos My, ..., M, de M. Son equivalentes:

1. M; es noetheriano para todo i.
2. My +---+ M, es noetheriano.

DEMOSTRACION. Veamos primero que el segundo item es una consecuencia del primero.
Por el Corolario 8.3, la suma directa My @ --- @ M, es noetheriana. En consecuencia, por
el Teorema 8.2, el médulo My + --- + M, es noetheriano, debido a que es un cociente de
My ®---® M,. La reciproca se sigue inmediatamente del mismo teorema. U

COROLARIO 8.12. Consideremos submddulos M, ..., M, de M. Son equivalentes:

1. Todos los cocientes M /M; son noetherianos.

2 77 €S noetheriano.
n

M
© Min-nN

DEMOSTRACION. Supongamos que cada cociente M /M; es noetheriano. Entonces, por
el Corolario 8.3, también lo es @@;"; M/M;. Como las proyecciones canénicas M — M /M;
inducen un morfismo inyectivo

M M
—H _
MyN---NM, @Mi’

i=1
se sigue del Teorema 8.2 que W% es noetheriano. La reciproca es consecuencia inmediata
n
. ‘ . M
del mismo teorema, porque cada M /M; es un cociente de AR AL U
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2. Modbdulos artinianos

En esta subseccién introducimos los médulos artinianos y estudiamos algunas de sus pro-
piedades basicas.

PROPOSICION 8.13. Son equivalentes:

1. Toda sucesion decreciente My O My O M3 D --- de submddulos de M es estacionaria.
2. Toda familia de submaodulos de M tiene un elemento minimal.

DEMOSTRACION. 1) = 2) Supongamos que existe una familia (M;);c; no vacia de submoé-
dulos de M que no tiene elemento minimal. Afirmamos que hay una sucesién i1, i3,i3... de
elementos de I tal que

Mi1 QMiQ QMis 2
En efecto, esto se sigue inmediatamente de que habiendo elegido i1, . . ., i, con esta propiedad,
por hipétesis existe i,41 € I tal que M;, 2 M;

n+1°
2) = 1) Debemos mostrar que toda sucesién decreciente
My 2 My 2 M2 ---

de submddulos de M es estacionaria. Para ello basta notar que por hipétesis {M; : i € IN}
tiene un elemento minimal M,,, y que entonces M,, = M,; para todo i € IN. O

TEOREMA 8.14. Para cada submddulo N de M son equivalentes:
1. M es artiniano.

2. N y M/N son artinianos.

DEMOSTRACION. Es claro que si M es artiniano, entonces toda sucesién decreciente de
submodulos de N es estacionaria. También lo es cada sucesion decreciente
LiDLy2DL3D---

de submédulos de M/N, porque L; = m(7~1(L;)) para cada i, donde 7: M — M/N es la
proyeccién canédnica, y

7 (L) 27 (Le) 2 (Ly) 2 -+
es estacionaria por hipdtesis. Asi, 1) implica 2). Para probar que vale la reciproca consideremos
una sucesién decreciente

My 2 My 2 Mg 2 ---
de submoddulos de M. Por hipétesis existe n € IN tal que
M;N"N=M,NN y w(M;) = w(M,y,)
para todo ¢ > n. Pero entonces
M; + N = 7 Yn(M;)) = 7 (n(M,)) = M, + N
y, en consecuencia, M; = M,, por el item 2) de la Proposicién 1.41 del Capitulo 1. ([l

COROLARIO 8.15. Una suma directa de A-mddulos M1 & --- ® M,, es artiniana si y sélo
st cada M; lo es.

DEMOSTRACION. Por induccién en n, usando el teorema anterior. ]

Diremos que un A-médulo es cohopfiano si todo endomorfismo inyectivo f: M — M es
un isomorfismo.
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PROPOSICION 8.16. Todo A-mddulo artiniano M es cohopfiano.

DEMOSTRACION. Si f: M — M es un morfismo inyectivo que no es sobrectivo, entonces

M2 f(M)2 fA(M)2 f3(M)2 -

es una sucesién estrictamente decreciente de submédulos de M. En efecto, M D f(M) por
hipétesis, y
FUM) 2 fHM) = fHH (M) 2 f2 (M),

debido a que f es inyectiva. Por consiguiente, M no es artiniano. O

Un anillo A es artiniano a izquierda si lo es como A-médulo a izquierda, y es artiniano a
derecha si A°P es artiniano a izquierda. Si A es artiniano a ambos lados, entonces se dice sim-
plemente que es artiniano. En estas notas consideraremos sélo anillos artinianos a izquierda.

OBSERVACION 8.17. Todo cociente de un anillo artiniano a izquierda es artiniano a iz-
quierda.

Se puede probar que todo anillo artiniano a izquierda es noetheriano a izquierda. La
reciproca no vale. Por ejemplo, Z es noetheriano, pero no artiniano. En realidad, para anillos,
la condicién de artinianidad es mucho mas restrictiva que la de noetherianidad. Los siguientes
ejemplos muestran que existen anillos artinianos.

EJEMPLO 8.18. Todo anillo finito es artiniano.

EJEMPLO 8.19. Todo anillo que es un espacio vectorial de dimension finita sobre un sub-
anillo de division, es artiniano (por ejemplo, si A es un anillo de division y S es un monoide
finito, entonces A[S] es artiniano).

PROPOSICION 8.20. Si A es artiniano a izquierda y M es un A-mddulo finitamente gene-
rado, entonces M es artiniano.

DEMOSTRACION. Por el Corolario 8.15, todo médulo libre finitamente generado es arti-
niano a izquierda. El resultado se sigue ahora del Teorema 8.14, ya que al ser finitamente
generado, M es un cociente de un mdédulo libre con base finita. (I

COROLARIO 8.21. Consideremos submodulos My, ..., M, de M. Son equivalentes:

1. M; es artiniano para todo 1.

2. My +---+ M, es artiniano.
DEMOSTRACION. Veamos primero que el segundo item es consecuencia del primero. Por
el Corolario 8.15, la suma directa M; & --- & M, es artiniana. Asi, por el Teorema 8.14, el

médulo My + --- + M, es artiniano, debido a que es un cociente de M7 @ --- ® M,, . La
reciproca es una consecuencia inmediata del mismo teorema. O

PROPOSICION 8.22. Consideremos submddulos My, ..., M, de M. Son equivalentes:

1. Todos los cocientes M/M; son artinianos.
2.

M .o
Min-AM, €5 artiniano.
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3 Médulos de longitud finita Condiciones de cadena

DEMOSTRACION. Supongamos que cada cociente M/M; es artiniano. Entonces, por el
Corolario 8.15, también lo es @ ; M/M;. Como las proyecciones canénicas M — M /M;
inducen un morfismo inyectivo

M M
Min---NM, Hie:?Mi’

del Teorema 8.14 se sigue que ~—L—— es artiniano. La reciproca es consecuencia inmediata
Min---NMy,

. ‘ . M
del mismo teorema, porque cada M /M; es un cociente de AR AL U

El anillo Z es un ejemplo de grupo abeliano que es noetheriano y no artiniano. También
hay grupos abelianos que son artinianos y no noetherianos. Por ejemplo para cada primo
p € IN, el grupo
7 _Ha/p":a€ZynecN}

p> - 7
lo es. Para ver que esto es asi serd suficiente probar que si I es un subgrupo propio de Zpe,
entonces I = ([1/p"]), donde n € Ny es el méximo entero no negativo tal que [1/p"] € I.
Tomemos para ello [a/p™] € I con a coprimo con p y escribamos 1 = ra + sp™ con r y s
enteros. Entonces,

[1/p™] = [(ra + sp™)/p™] = r[a/p™] € I.
En consecuencia m < n y, por lo tanto, [a/p™]| = ap™ ™[1/p™] € ([1/p"]).

3. Modbdulos de longitud finita

Ahora vamos a estudiar los médulos que son simultaneamente noetherianos y artinianos.
Decimos que dos cadenas crecientes finitas

MyC M CMyC---C M, y No € Ny C Ny C--- C Ny,

de submédulos de un A-médulo M, son equivalentes si m=n y existe una permutacion o €S,,

tal que
M. N
NLIO) para todo i entre 1y m;
M;—1 No@y-1
y decimos que la primera refina a la segunda si existen indices 1 < iy < --- < i, < m, tales

que M;, = N; para todo j.

LEMA 8.23 (Lema de la Mariposa). Dados submddulos Ny C Ny y My C My de M,
existen isomorfismos canonicos

Nl—i-(NgﬂMQ) Ny N Moy - Ml—i-(NQﬂMg)

~

Nl—i-(NgﬂMl) (NlﬂMg)—l-(Ngli) o Ml—i-(NlmMg).

L L+K

DEMOSTRACION. El primer isomorfismo se obtiene aplicando el isomorfismo IR =~ 7K
con L = NoNMyy K = N1+ (NaNMy) y usando la modularidad del reticulado de submédulos
de M. El segundo sale por simetria. ([l

TEOREMA 8.24 (Schreier). Dos cadenas finitas de submddulos de M siempre se pueden
refinar a cadenas equivalentes.
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DEMOSTRACION. Consideremos dos cadenas finitas
My C My CM;C---C M, y NoC N CNyC---CN,

de submoddulos de M. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que My = Nyg = 0 y
M,, = N,, = M. Escribamos
M,‘j ZMj_l-l-(NiﬂMj) y N,‘j :NZ’_1+(N¢QM]‘),

dénde en cada caso los subindices recorren todos los valores para los cuales la expresién a la
derecha del signo igual tiene sentido. Intercalando los M;; en la primer cadena y los N;; en
la segunda, obtenemos cadenas

Mo =My €M1 C---C My =M =MypC---C My, =M,

No=Nip CNi1 C---C Niyy=N1 =Ny C---C Nyyypp =

3

donde no necesariamente las inclusiones son propias. Por el lema de la Mariposa

M;; Ny L1<i< 1< i<
~ paral <i<nyl<j<m.
M;—1;  Nij
El resultado es consecuencia inmediata de esto. O

Una cadena 0 = My C --- C M,, = M de submédulos de M es una serie de composicion
de longitud n de M si cada cociente M;/M;_1 es simple.

TEOREMA 8.25 (Jordan-Holder). Si M tiene una serie de composicion, entonces cada
cadena estrictamente creciente de submddulos de M se puede refinar a una serie de composi-
cion. Ademds todas las series de composicion de M son equivalentes y, en particular, tienen
la misma longitud.

DEMOSTRACION. Es un corolario inmediato del teorema de Schreier. O
Definimos la longitud ¢(M) de un A-médulo M, por

0 siM=0,
(M) :=<n siM tiene una serie de composicién de longitud n,

oo en otro caso.

Por el teorema de Jordan Holder, esta definicién no es ambigua.

TEOREMA 8.26. Consideremos un submddulo N de un A-mddulo M. Entonces M tiene
una serie de composicion si y sélo si N y M/N la tienen. Ademds ¢(M) = ¢(N) + £(M/N).

DEMOSTRACION. Evidentemente podemos suponer que N es un submédulo no trivial de
M. Es claro que si M tiene una serie de composicién, entonces refinando la cadena 0 C N C M
a una serie de composicion

(44) 0=NoC---CN;=NC---C Ny =M,
obtenemos series de composicion

N; N, M
45 0=NyC.---CN;=N 0="2C c -
( ) 0= = (2 y N_ = N N’
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de N y M/N, respectivamente. Notemos que ademds
((M)y=m=1i+(m—1i)=4(N)+{M/N).
Reciprocamente, si M tiene un submédulo N tal que N y M /N tienen series de composicién
como (45), combindndolas se obtiene una serie de composicién como (44). O
TEOREMA 8.27 (Teorema de la dimensién). Dos submddulos My y Ma de M tienen lon-
gitud finita si y sélo si su suma e interseccion la tienen. Ademds
g(Ml + Mg) + E(Ml N Mg) = K(Ml) + E(Mg)

DEMOSTRACION. Basta aplicar el teorema anterior a los submdédulos y médulos cocientes
que aparcen en las sucesiones exactas cortas

M,
00— M A M M 0
L ! My N M,
y
M, + M.
0— > My —— M + M, 1+ M 0,
M,
y usar que 24— ~ MitMz O

MiNMy — Mo

PROPOSICION 8.28. Un A-mddulo M tiene una serie de composicion si y sélo si es noe-
theriano y artiniano.

DEMOSTRACION. Supongamos que M tiene longitud finita. Dado que toda cadena estric-
tamente creciente o estrictamente decreciente de submddulos de M tiene a lo sumo ¢(M) + 1
componentes, es inmediato que M es noetheriano y artiniano. Supongamos ahora que M es
noetheriano y artiniano. Afirmamos que M tiene longitud finita. Tomemos un submédulo NV
de M, maximal entre los que tienen longitud finita. Para terminar la demostracién es suficien-
te ver que N = M, pero esto se sigue de que si no podriamos tomar un submédulo N’ de M,
minimal entre los que contienen a N estrictamente y, de que entonces, /(N') = {(N)+1 < oo,
contradiciendo la maximalidad de N. O
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Capitulo 9

Modulos sobre dominios principales

Recordemos que A es un dominio principal si es un dominio conmutativo y todo ideal de A
es ciclico y que todo dominio principal es de factorizacién tinica. Una consecuencia particular
de esto es que los primos no nulos de A coinciden con los irreducibles.

1. Modbdulos libres

En toda esta seccién A denota a un dominio principal.
TEOREMA 9.1. Todo submddulo de un A-mddulo libre es libre.

DEMOSTRACION. Supongamos que L es un A-médulo libre y que M es un submédulo de
L. Fijemos una base bien ordenada B = (v;);c; de L y, para cada i € I, consideremos los
submodulos

L; = @<Uj>, fz = @(Uj>, M,=MnNL; y Mi:MﬂZZ‘,
j<i j<i
de L. Notemos que L; = L; @ (v;) y que cada m € M, tiene una escritura unica
m=m; + Am -v;, conm; € M;y A\, € A.

Es evidente que la férmula g;(m) := )\, define una aplicaciéon A-lineal g;: M; — A. Como
A es un dominio principal, la imagen de g; es cero o es un A-mddulo libre de dimensién 1
(dependiendo de si M; = M; o no). En ambos casos la sucesién exacta corta

L gi

0 M; M; Im(g;)) —=0,

donde ¢ es la inclusién candnica, es escindida y, por lo tanto, existe un submédulo M/ de M,
tal que M; = M;®M[ y M] ~ Im(g;). Afirmamos que ), ; M] es directa y que M = &, ; M].
Veamos primero que la suma es directa. Para ello escribimos

O=my, +---+my,, coanl,mihEMi’hei1<z’2<~-<ir,
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y procedemos por induccién en r. Es claro que si r = 1, entonces m;, = 0. Supongamos ahora
que r > 1. Como

T /
ms;, +---+m;._, € Mir y Mir = Mir @Miw
debe ser m;, = 0y, a posteriori, m;; =--- =m,;,_, = 0. Veamos a continuacién que
M= M.
iel

Es evidente que @, M/ C M. Supongamos que la inclusién reciproca no vale y tomemos
m € M\ @,c; M con i(m) minimo, donde para cada m € M \ {0}, denotamos con i(m) al
menor de los i € I tal que m € L;. Como

m € Lign) N M = Mi(m) = Migm) & M),
existen m’ € Mg,y y m” € M, Z.’(m) tales que m = m’ +m”. Como, debido a la minimalidad de

m' e @M{,

i€l

también
m=m'+m" € @MZ’,
el
contradiciendo la suposicién hecha arriba. Por lo tanto, M es la suma directa de los M, como
queremos. (]

COROLARIO 9.2. Todo A-mddulo finitamente generado sin torsion es libre.
DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata de los Teoremas 7.26 y 9.1. O

COROLARIO 9.3. Para todo A-mddulo finitamente generado M existe n € Ny tal que

(46) M:TMD@TKD:TMD®MW

Ademds n no depende del isomorfismo elejido.

DEMOSTRACION. Basta observar que la sucesién exacta corta
0——=T(M)—“>M -2+ M/T(M) ——=0,

se parte porque, por el corolario anterior existe n € INg tal que M/ T(M) ~ A™)_ La unicidad
de n se sigue de que el isomorfismo que aparece en (46) induce un isomorfismo

M T(M) & AM™ :TMD@NMZAW
T(M)  T(T(M)® AM) T(M)

y de que todo anillo conmutativo satisface la ICB. O
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2. Moddulos de torsion

Consideremos un dominio principal A y un elemento irreducible p € A\ {0}. Un A-médulo
M es p-primario si para todo m € M existe n € IN tal que p"™ - m = 0. Para cada A-mddulo
M, el conjunto
My:={me M :p"-m =0 para algin n € IN}
es un submédulo p-primario de M, llamado la componente p-primaria de M.

OBSERVACION 9.4. Para todo morfismo de A-mddulos f: M — N y cada primo p € A no
nulo, f(M,) C Np. En efecto esto se sigue de que si p" - m =0, entonces

p" - f(m) = f(p"-m) = f(0) = 0.
TEOREMA 9.5. Si M es un A-mddulo de torsion, entonces
M = @ Mp,
peEP

donde P es una familia de representantes de las clases de equivalencia de los irreducibles
de A, mddulo asociados.

DEMOSTRACION. Por hipétesis, dado m € M, existe a € A\ {0} tal que a € A tal que
a-m = 0. Escribamos

[ L
a:upll...pT’

conu € A*, p1,...,pr € P yni,...,n € N. Consideremos los elementos b; := a/pi”‘. Como
los b;’s son coprimos, existen cy,...,c. € A tales que ¢1b1 + - - - + ¢.b, = 1. Por lo tanto

m=1-m=cby-m+---+¢c-b.-m.
Ademss, b; - m € M, porque p? “(bj-m)=a-m =0y asi,
M=) M,
peP
Resta probar que la suma es directa. Supongamos que
my+---+ms =0, conm;€M,.

Debemos mostrar que mj; = --- = mgz = 0. Esto es obvio si s = 1. Supongamos que es cierto
cuando s =n y que s =n + 1. Tomemos hq,...,hs € IN tales que pjj -mj = 0. Entonces

hs— hs—
Ozp}lll...ps‘_ll .(ml_l'_..._i_mS):p?l...ps_ll .msl

Pero como p’fl e pg:l y pls son coprimos, existen a,b € A tales que
h hs— s
apll...p871]'—+—bps =1,
y, por lo tanto,
— hl h‘sfl hs I
ms =ap;" ---p,°y -mg+bp™t -mg = 0.

Ahora m; = --- = ms_1 = 0, por hipétesis inductiva. O

TEOREMA 9.6. Si M # 0 es un A-mddulo p-primario y existe r € N tal que p" M =0,
entonces M es suma directa de moddulos ciclicos.

187



2 Mdédulos de torsion Médulos sobre dominios principales

DEMOSTRACION. Denotemos con V a M/pM y consideremos las filtraciones

Mo C My C My C Mg C--- y WCWhclrhclyC

de M y V respectivamente definidas por
A M; +pM
M;:={meM:p'-m=0} y V;::Zpr.

Es evidente que M = [JM; y V = [JV;. Tomemos una base S de V' tal que S NV, es una
base de V; y para cada s € S denotemos con i(s) al minimo i tal que s € S; y elijjamos un
representante s’ de s en M;(,) (es decir elijamos s' € M) tal que 7(s’) = s). Definamos

L @ ’LS)A

SGS
por
90 as sES Z Qs -
ses
Es facil comprobar que ¢ estd bien definido y que es un morfismo de A-médulos. Asi, para
terminar la demostracién, sélo debemos ver que también es biyectivo. Veamos primero que si
gp((as)seg) = 0, entonces as = 0 para todo s € S. Claramente para esto es suficiente probar
que
i
pi(S)A
Procedemos por induccién en i. Para ¢ = 0 no hay nada que probar. Supongamos ahora
que (47) vale para ¢ = k con k € INy fijo. Entonces

/ /
g as's:g as-s =0,

s€S seSs
i(s)>k+1

(47) as € para todo s € S’y todo i € INy.

pues de (47) se sigue que as = 0 para todo s tal que i(s) < k. Para cada s € S tal que
i(s) > k + 1 elijamos a, € A/p'®) A tal que a; = p*a’. Claramente

E a, s = g pka;-s’: E as -8 =0,

seS sES seS
i(s)>k+1 i(s)>k+1 i(s)>k+1
lo cual implica que
/ /
E ag - s € M.
s€S
i(s)>k+1

Considerando la imagen de esta igualdad en V' obtenemos que

Z a, - s €V,

ses
i(s)>k+1

de donde o/, =0 (mdd p) para todo s € S tal que i(s) > k + 1. En consecuencia
=pFd, € pFtlA para todo s € S tal que i(s) >k + 1,
como queremos. Resta ver que ¢ es sobreyectivo. Afirmamos que
(48) M =TImp+p'M  paratodo i € IN.
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En efecto para ¢ = 1 esto se sigue de que la imagen en V' de Im ¢ coincide coin V. Supongamos
ahora que la igualdad (48) vale para i = k con k € IN fijo. Entonces

M=Imp+pM =Imy+p(Imp+p'M) =Ime+plmp + p ™M =Im e + p' 1M,
como queremos. Como p"M = 0 se sigue de la igualdad (48) para i :=r que M =Imgp. [

OBSERVACION 9.7. Supongamos que M # 0 es un A-mddulo p-primario y finitamente
generado donde p es un primo no nulo de A y que v € IN es el minimo natural tal que
p"M = 0. El teorema anterior dice que existen ni,...,n, € Ny con n,. > 0 tales que

v ()"

Afirmamos que los n;’s no dependen del isomorfismo (49). Probaremos esto por induccion
en r. Cuando r =1 el resultado es evidente pues en este caso r1 es la dimension de M como
A _espacio vectorial. Supongamos ahora que r>1 y que el resultado vale para r—1. Dado que
5 -esp pong q v a p q

(nj) r A (nj) M A (m+--4ny)
o () ()
Api phurd Ap? pM Ap?

se sique de la hipotesis inductiva que los |nj| no dependen del isomorfismo (49).

3. Teoremas de estructura

En lo que sigue A es un dominio principal y P es una familia de representantes de las
clases de equivalencia de los irreducibles de A, mdédulo asociados.

TEOREMA 9.8. Para todo mddulo finitamente genemda M hay un isomorfismo
(n) (npj)
n
FM— 45 @ @ (5)
peP’ j=1

donde P’ es un subconjunto finito de P, n y los ny,; son enteros no negativos que no dependen
del isomorfismo f y nyr, > 0 para todo pP’.

DEMOSTRACION. La existencia de f se sigue del Corolario 9.3 y de los Teoremas 9.5 y 9.6.
Por otro lado del Corolario 9.3 se sigue también que n no depende de f. Para ver que los n,;
tampoco lo hacen basta notar que, por la Observacién 9.4, para cada p € P’ el morfismo f

induce un isomorfismo
A (npj)
Tox My = @ <Apf>

y aplicar la Observaciéon 9.7. g
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